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Introduccion

El presente trabgjo surge a partir del interés de parte del Ndcleo de Ingenieria Biomédicaen la
implementacion de un tomografo por medida de impedancias, con gplicaciones clinicas
enfocadas principa mente en € monitoreo de pacientes con edema pulmonar.

El desarrallo dd proyecto globd se dividié en dos grupos: ImpetomC, encargado del
desarrollo ddl digpositivo fisico de adquisicion y comunicacion de datos de medida e Impetom:
|, grupo que presenta este trabgjo, encargado del desarrollo de una aplicacion de software para
la generacion, visudizacion y posterior dmacenamiento de las imégenes.

Latomografia por impedancia se encuentra actual mente en un estado de evolucion, habiéndose
obtenido hasta d momento resultados escasos en cuanto ala obtencion de sistemas que tengan
una gplicacion préctica til.

Considerando |as técnicas de reconstruccion de las imagenes tomogréficas a partir de las
medidas obtenidas por & hardware, existen opciones diversas. Se rediz6 un estudio genera de
las mismas, revisandose bibliografia heterogéneay con conclusiones a veces encontradas sobre
lautilidad y rendimiento de las diferentes técnicas.

Dadalafata de experiencia sobre d temay laimposhilidad de redizar evaluaciones
definitivas no se €ligié unatécnica de reconstruccidn en particular, acercando entonces €
proyecto a un trabgo amplio de introduccion y evauacion preiminar de las digtintas
posibilidades de la tomografia por impedancia.

Se optd por & andisis e implementacion de rutinas con tres téenicas digtintas de
reconstruccion, que constituyen una muestra bastante representativa de todo € espectro de
técnicas investigadas hasta el momento. Con esto se dgjaabierto @ camino afuturas
profundizaciones en € tema.

Sobre d find ddl trabgjo se rediz6 una eva uacion comparativa de |as tres técnicas estudiadas,
apartir de rutinas de smulacion desarrolladas por € grupo y del escaso materid de medidas
redes digponible.

El trabgjo culmina con @ desarrollo de laaplicacion en s, enlaque se dgaacargo dd usuario

laeeccion de la técnica de reconstruccion a utilizar. La aplicacion consiste en rutinas de
reconstruccion y unainterfaz gréfica amigable, desarrolladas en Matlab y compiladas en C++.
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1 Propiedades eléctricas de los tejidos

1.1 Modelo de la impedancia en los tejidos

Durante d siglo XIX varios investigadores demostraron que la resistencia de los tgjidos decrece
amedida que lafrecuencia paralacud se rediza la medida crece (Bois-Reymond) hasta que
sobre d find dd siglo X1X Berngtein sugirié su ‘hipétesis de la membrand,, por lacuad un

tgido consiste en células conductivas encerradas por una membrana aidante rodeadas por €
intergticio @ cua es conductivo [4]. Esto permite una explicacion smple delavariacion dela
resstenciade los tgjidos en funcidn de la frecuencia. A bgjas frecuencias la corriente debe fluir
arededor de las cdlulas dado que las membranas actlian como aidantes, a dtas frecuenciasla
capacitancia de las finas membranas permiten que la corriente ingrese alas células
incrementando € volumen por d cud circula corriente.

En 1921 Philippson [4] modd 6 laimpedancia de los tgidos como resistencias y capacitores
como lo muedtralafigural(a) ( R; Representalaresstenciadd espacio intracelular mientras
que R, y C,, representan laressenciay la capacitancia de la membrana).

En este modelo & comportamiento a bajas frecuencias es dominado por R, + R, dado que C,,

presenta una ata impedancia entonces fluye muy poca corriente através de é.

A medida que aumenta la frecuencialaimpedanciade capecitor C,, decrecey comienzaa
cortocircuitar aR,, , laimpedanciatota decrece hastallegar a R;, enlafigura2 se puede ver la
respuesta en frecuencia con valores que varian de 600 U entre 100 Hz y 200 Hz hasta 300 U
entre1 KHzy 10 KHz..
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(a) (b}

Figural Modeo de laimpedanciaen lostgidos (a) modelo de Philippson (b) modelo de Fricke
y Morse

Con & modelo de Frickey Morse (1925) mostrado en lafigura 1(b) se obtienen resultados
amilares. R representalaresstividad del intersticio, S ladd espacio intracdulary C la
capacitancia de la membrana.

&

e

100 4

Reslstivity (Ohms)
g8 8 8

1Ee2 1643 1664
Frecuencia

Figura 2 Respuesta en Frecuencia de la Impedancia en los Tgidos. Tomado de Boone, Barber y
Brown [4].
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1.2 Laimpedancia en tejidos normales

A ciertas frecuencias existe un gran contraste entre |os valores de resigtividad de varios tgjidos.
Latabla sguiente muestra algunos vaores en tgidos humanos para vaores de frecuencia entre
20 KHz y 100 KHz (Barber y Brown 1984).

Teido Resgtividad
(W)
Grasa 21-28
musculo esquelético - transversal 18-23
Hueso 17
Pulmon 7.3-24
cerebro - materiablanca 6.8
musculo cardiaco - transversa 4.2-5.1
Higado 3.5-55
cerebro - materiagris 2.8
musculo cardiaco - longitudind 1.6-5.8
Sangre 15
musculo esquelético - longitudind 1.3-15
Pasma 0.66
Fluido céfao-raquideo 0.65

Tabla 1 Vaores de resstividad para varios tgidos humanos. Se ordenan en franjas los valores
publicados por Boone, Barber y Brown [4].

1.3 Anisotropia en los tejidos

Muchos tegjidos son anisotrOpicos, es decir sus propiedades € éctricas dependen de ladireccion
en laque seredizalas medidas. Por gemplo, lostgidos musculares son fibras largasy finas
gue conducen la dectricidad longitudina mente megor que transversdmente.

Laanisotropia tiene una importante incidencia en la reconstruccidn de imégenes mediante la
EIT, dado que en presencia de tejidos anisotropicos mas de una distribucion de impedancia
puede producir e mismo patrén de medidas sobre los eectrodos. Por o tanto esimposible
recongtruir unaimagen de un tgido anisotropico.

Dado que laimpedancia de las membranas celulares decrece a medida que la frecuencia
aumenta, la anisotropia es menos significetiva en dtas frecuencias. ESto no es necesariamente
unaventgjayaque e contraste entre vaores de resistividades de digtintos tejidos también
decrece con & aumento de frecuencia
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1.4 Variaciones de impedancias

La anatomia estudiada se reflgja en una distribucion dada de impedancia.

LaEIT srve ademés para mogtrar variaciones de impedancia motivadas por cambios
(fidolégicos o patolgicos) delos érganosy tejidos. Aun cuando laimpedancia de los tgidos
Se mantenga congtante exigtira una variacion de impedancias € organo variasu forma o
tamafio. Por gemplo € estdmago se expande a comer y se contrae a vaciarse, en este caso la
EIT sirve paramonitorear las funciones géstricas. El llenado y vaciado periddico de los
pulmonesy los latidos cardiacos son g emplos de cambios geométricos que repercuten en las
distribuciones espaciaes de impedancia.

L os estados patol 6gicos pueden causar que los tgjidos tomen un vaor diferente de impedancia
de su rango de vaores normaes:

Tegidos normaesy con patologias pueden tener diferentes impedancias absolutas para
agunafrecuenciaen particular. Grant (1923) encontr6 que a 1KHz un tumor cerebrd tiene
unaresstividad cercanaalamitad dd tgido normd.

Un proceso patol dgico puede causar directamente un cambio en laimpedancia. Por
gemplo, Hossman (1971) demostré que laresigtividad cerebral se incrementa hastaen un
100 % durante un golpey Harreveld (1962) demostré que puede aumentar hasta un 20 %
durante un atagque de epilepsia

Un proceso patolégico puede modificar 1os cambios de impedancia que existen durante una
funcion fisoldgicanormd. Por gemplo, durante una obstruccion quirdrgica de las vias
respiratorias en cerdos, Hahn (1995) demostré que los cambios en laresistividad durante
los ciclos respiratorios no forzados se reducen hastaen un 50 %.

1.5 Impedancia de la piel

Lamayor parte de laimpedanciade lapid se encuentra en la capa exterior, que tiene un

espesor gproximado de 40 mm. El vaor de dichaimpedancia puede llegar a ser mucho mayor
que los valores de los tgidos que se quieren analizar.

Rosdl (1988) realizd medidas de resstenciade la piel obteniendo valores entre 100Wy 1 KW a
frecuencias de hasta 100 KHz. A estas frecuencias, laresstenciamedida através del torax
humano es de algunos ohmios, por o tanto vaores de voltgje mucho mayores se generan sobre
lapie que sobre lostgidos. Esto es una posible fuente de errores s @ mangjo ddl instrumenta
de medida no es cuidadoso. Laimpedanciade la pid puede ser fécilmente reducida por
abrasion, a menos en adultos, [0 que sugiere una buena preparacion de la piel antes de aplicar
los electrodos.
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2 La Tomografia por Impedancia Eléctrica

2.1 Introduccion

Existen esencid mente tres formas de utilizar la Tomografia por Impedancia Eléctrica, (EIT por
lasglaeningles) en d ambiente dinico;

Condruir laimagen de la distribucién de impedancia
Congtruir laimagen de lavariacion de laimpedancia con lafrecuencia
Congtruir laimagen de las variaciones de laimpedancia durante cambios fisiol6gicos

Delastresformas, las dos primeras producen imégenes que muestran como |os diferentes tipos
de tgidos estan distribuidos en € cuerpo, esto se conoce como ‘ Caracterizacion de los Tgidos
0 ‘Imagen Anatomica . En estas aplicacionesla EIT es utilizada como dternativao
complemento alos Rayos X, Tomografia Computada o Resonancia Magnética.

Latercer técnica produce imégenes de funciones fisoldgicas y tiene aplicaciones més
complgjas de interpretar que las otras técnicas, por gemplo pequefios cambios en € tiempo de
los estados fisiol 6gicos de los tgidos.

LaEIT Anatdmica (las técnicas que producen imagenes anaidmicas) se basaen que los
diferentes tipos de tejidos tienen diferente impedancia. Formar unaimagen a partir de
impedanci as es técnicamente dificultoso. Requiere exactitud en las medidas que no es fécil de
obtener y exactitud en d modelo computacional del cuerpo y de los el ectrodos.

El objetivo de laEIT es determinar la distribucion de conductividad interna en unaregion
definida partiendo de las medidas redlizadas sobre su superficie. Estas medidas generdmente
son |os voltges resultantes de lainyeccion de corrientes conocidas en laregion. También se
utilizan las medidas de corrientes generadas a partir de la aplicacion de voltges sobre la

supeficie

A partir delos vaores del potencid sobre la superficie es posible determinar laUnica
distribucion de conductividad interna, en medios i sotrdpicos.
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Laimagen puede ser de resstencias 0 de impedancias o cambios en algunade ellas. Sin
embargo lamayoria de los estudios se basan en lamedida de laresstenciaen lugar dela
impedancia de los tgidos. En nuestro trabgjo basaremos la reconstruccion en los valores de
resstividades y sus cambios, de acuerdo alo expuesto en 2.5.

En teorialo anterior es posble s las medidas se redizan con precision infinitay sobre la
totalidad de la superficie. En la préctica estas condiciones no son cumplidas debido ala
limitacion en la exactitud de las medidas y ademés las medidas se redizan sobre un nimero
limitado de puntos (el ectrodos).

Sin embargo, la préactica ha demostrado que alin es posible obtener reconstrucciones con un
ndmero limitado de medidas'y admitiendo cierto nivel de imprecison en las mismas.

La mayoria de los dgoritmos de recongtruccion en 2D asumen que la corriente eéctrica es
confinada a plano que contiene alos eectrodos. En laredidad, S se andlizad problemaen 3D
el flujo de corriente se dispersa en todas |as direcciones |o que contribuye aladistorsén de la
reconstruccion.

En generd lasinvestigaciones utilizan S stemas que emplean eectrodos para aplicar corrientes
y medir voltges, pero existen ademés otras formas de medir impedancias segin Bone et al [4]:

Induciendo corrientes mediante bobinas y midiendo voltges con dectrodos sobre la
pie.

Aplicando corrientes o induciéndolas y midiendo la distribucién de campo magnético
sobre la superficie con bobinas

Acoplando los dectrodos de corriente y voltg e mediante capacitancias (Sn contacto
eléctrico directo).

Lainduccion magnética de corrientes tiene varias ventgjas.

Ladensidad de corriente en € cuerpo es mas uniforme. Con eectrodos de corriente
existen regiones de dta densidad de corriente cerca de los e ectrodos.

Los dectrodos pueden ser utilizados con un solo propésito (solo medida de voltge), que
smplificalaingtrumentacion.

Lautilizacion de sistemas tota mente magnéticos permitird prescindir de eectrodos lo cua
seriaun gran avance en practicidad y exactitud en las medidas. Actualmente, las dtas
frecuencias necesarias para su utilizacion (IMHZz) lo hacen poco practico para las aplicaciones
médicas segun [4].

Concluyendo, la reconstruccion de imégenes através de laEIT se basa en un proceso de
adquisicion de datos conceptud mente smple pero muy dificil de implementar. Muchos de los
problemas de implementacidn que afectaban |as primeras investigaciones fueron resudltos pero
€ ruido y las interferencias son factores limitantes.
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2.2 Imagenes dinamicas y estaticas

La recongtruccion de imégenes estéticas consiste en generar unaimagen de la distribucion de
impedancia o tomar los cambios de impedancia con respecto a una distribucion de impedancia
uniforme; debido a que diferentes tgjidos tienen diferente resistividad (ver Tabla 1) se obtiene
una representacion de laforma de los érganos en d interior del cuerpo, por 1o que aestas
recongtrucciones también se las denomina anatdmicas. En la préctica, este problema es muy
dificil de resolver dado que las imagenes son muy sensibles alos errores de mediday aerrores
en d modelo matemético ddl cuerpo.

En d caso de las recongtrucciones de imégenes de cambios en laresistividad medidos através
de cambios en las medidas de voltge, € problema se hace menos sensible alos errores de
medida seglin Bone et al [4]. Esto se debe a que parte de |os errores se cancelan parcialmente
en laresta de |os conj untos de medidas de voltge. Las imagenes obtenidas como cambios de
resstividad son conocidas como “imagenes dinamicas’. Esto no limitalas gplicaciones de la
EIT dado que se puede igudmente obtener informacion anatdmica a partir de cambiosen la
resistividad.

2.3 Simplificacion del problema
Para smplificar  problema matemético se redizan las Sguientes aproximaciones:

El objeto aandizar escilindrico

Laconductividad y € potencid no cambiaalo largo dd cilindro, € problemaes por lo
tanto en 2 dimensones.

Los eectrodos estan uniformemente distribuidos arededor del cuerpo

L os electrodos tienen una res stencia de contacto con € cuerpo nula.

L os eectrodos se consideran puntuales.

2.4 Unicidad de la solucion

Dadala complgidad de lareconstruccion es razonable preguntarse s es posible resolver €
problema por |0 menos en teoria, y S es asi, bgjo qué condiciones. Una condicion preliminar a
esto eslaunicidad dela solucion del problema: dado un conjunto de medidas de voltagje sobre
lafrontera, ¢, podemos estar seguros que existe una tnica solucion de las ecuaciones que
definen € problema?. Seglin demuestra Barber en condiciones de isotropia existe una tnica
digtribucion de resigtividad de los tgjidos en € cuerpo para un instante dado. Lano unicidad de
la solucion sgnificaria que un mismo conjunto de medidas podria producir més de una
imagen. Segun demuestra Barber en hipotesis de isotropiala solucion a problema es tnica

Por otro lado, lo anterior esvaido s se asumen que las medidas de voltgje se redizan sobre
toda la frontera es decir son continuas. En la practica solo se pueden medir los voltgesy
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corrientes sobre |os e ectrodos, es decir tenemos un conjunto acotado de datos. La pregunta es
s esvdido d teoremade unicidad parad caso de conocer los valores de voltge no en todala
frontera sino solo sobre los dectrodos. De la literatura estudiada no se encuentran trabgos
tedricos que demuestren formamente la unicidad de la solucion bgjo esta hipdtesis. La
viabilidad de la resolucién en este caso queda establecida en la practica por la utilidad de las
imégenes obtenidas.

La ecuacion aresolver para obtener los voltges sobre la frontera a partir de la conductividad en
laregion eslaecuacion de Poisson (se explicaen detdle en d capitulo 3). La exisenciade una
solucién ala ecuacion de Poisson en lateoria no es garantia de que se pueda generar una
imagen en lapractica, ya que existen 2 problemas adiciondes:

La determinacion de una solucidn puede no ser redizable utilizando la més avanzada
tecnologia en computadoras.

El problemaen EIT puede ser ma condicionado, es decir que la resolucion puede ser
muy sensible alos niveles de ruido y alos errores sistematicos de las medidas de

voltge. Grandes cambios en la conductividad pueden producir pequefios cambios en los
voltg es sobre |a frontera especia mente cuando se ubican en € centro del cuerpo.

2.5 Decisiones de proyecto de IMPETOM-I

Parae proyecto IMPETOM-I setomaron las Sguientes decisones.

Tipo de imagen

Se opto por generar imégenes estéticas 0 anatdmicas pues cadaimagen no depende de aguin
conjunto previo de medidas tomadas como referencia. Paralograr este objetivo se calculara e
perfil de conductividades dentro de laregion deinterés, no setendra en cuentala parte
imaginaria de laimpedancia por 1o que nos independizamos de la frecuencia a utilizar por
IMPETOM-C. Segun [4] los vaores resstividad (inverso de la conductividad) para frecuencias
entre 20 kHz y 100 kHz mostrados en la Tabla 1 sugieren que no hay cambios sgnificativos en
laresigtividad de los tglidos en este rango de frecuencias, se concordd con IMPETOM-C la
utilizacion de una frecuencia de trabgjo de 50 kHz.
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3 Reconstruccion tomografica de imagenes

La reconstruccién tomografica de imagenes es @ proceso de convertir las medidas de voltgeen
imégenes. Laimagen puede ser de resistencias 0 de impedancias o cambios en dgunade élas.
El problema de la reconstruccion es un tipo de Problema Inverso mientras que € cdculo delos
voltgjes sobre la superficie a partir de las corrientes aplicadas, dada una distribucion de
impedancias conocidas se llama Problema Directo.

3.1 Analisis Teorico del Problema

3.1.1 Ecuaciones del sistema

L as ecuaciones que gobiernan la interaccion entre ladectricidad y € magnetismo son las
ecuaciones de Maxwell. Parael caso delaEIT se pueden asumir varias smplificaciones para
reducir lacomplgidad dd sstema. La frecuencia de la corriente aplicada es lo suficientemente
baja como para que las corrientes de desplazamiento puedan ser ignoradas. Se considerala
regioén como un conductor idnico y por 1o tanto pueden usarse las ecuaciones cuas-edtéticas de
Maxwell, en las cudes lardacion entre € campo Magnético y € Eléctrico pueden ser
planteadas de la Sguiente forma

Campo Eléctrico:

~ r

N.E=—— Ec. 3.1
€&

N"E=0 Ec. 3.2

Campo Magnético:

N.B=0 Ec. 3.3

N" B=mm/ Ec. 3.4
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Donde N es el operador Gradiente, E es el campo déctrico, B eslaintensidad de flujo
magnético, r esladensidad decarga, € y €,s0n lapermitividad reetivay lapermitivided del
espacio libre, my g son lapermesbilidad relativay la permesbilidad del espacio librey Jes
ladensdad de corriente.

La permeabilidad magnética de los tgidos bioldgicos es muy baja, por 1o que solo se andizaran
las propiedades e éctricas del medio.

Se puede expresar € campo e éctrico en funcion dd potencid déctrico F :

E=-NF Ec. 3.5
Combinando las ecuaciones Ec.3.1y Ec.3.5 sellegaala ecuacion de Poisson:
€S

y s ho exisen cargaslibres, r =0 y sellegaalaecuacion de Laplace:

N2F =0 Ec. 3.7

Esta ecuacion diferencia en derivadas parcides tiene infinitas soluciones, para cada una existe
unadistribucién de F . Paralimitar dichas soluciones se aplican condiciones de borde las que
especifican ciertos valores en lafrontera

L as condiciones de borde pueden ser tanto las Condiciones de Dirichlet, en las cudes se
especifican los potenciaes sobre la frontera, las Condiciones de Neumann sobre la densidad de
corriente que atraviesa lafrontera 0 unamezclade ellas.

3.1.2 El Problema Directo

S consideramos laforma genera de laLey de Ohm para un punto dentro de un conductor
ohmico, tenemos:

J =sE Ec. 3.8
donde s eslaconductividad. S dentro del medio no existen fuentes de corriente entonces:
NJ =0 Ec. 3.9
combinando las ecuaciones Ec. 3.5, EC.3.8y Ec. 3.9
N.(sNF) =0 Ec. 3.10
desarrallando ladivergencia del producto obtenemos la ecuacion de Poisson:
R2p = NSNF Ec.3.11

s

-, . . NsNF .

comparando laecuacion Ec. 3.7 conlaEc. 3.11  término seasemgaauna

s
distribucion de fuentes de corriente, aungue la ecuacion Ec.3.11 es una ecuacion no linedl.
Lasolucién alaecuacion de Poisson para una distribucion de conductividad dada es conocida
como € Problema Directo.

Ladigtribucion de F depende de ladistribucion de conductividad, laformadel objetoy dela
posicion de los eectrodos.
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Laecuacion Ec.3.11 solamente se puede resolver andliticamente en casos de geometriay
condiciones de borde smples. Parala mayoria de |as distribuciones de conductividad €
Problema Directo debe ser resuelto utilizando técnicas numéricas como por gemplo € Método
de Elementos finitos (FEM). En esta técnicala region es dividida en un nimero discreto de
elementos en los cuales se asume una conductividad uniforme. El Problema Directo es resudto
para cada elemento asegurando la continuidad del voltgey del flujo de corriente entre
elementos vecinos.

Los agoritmos iterativos en cada paso resuelven dicho problema dado que ladigtribucion de
conductividades es modificada paso a paso hasta que |os voltg es sobre la frontera cal culados
derivados de la solucién convergen con |os voltges medidos.

Lasolucion dd Problema Directo también es necesaria en los cdculos de la Matriz de
Sengbilidad, que es utilizada en muchos agoritmos de reconstruccion.

Lasolucién del Problema Directo es un componente esencia en la reconstruccion de Imagenes
enEIT.

3.2 Estrategias de Medidas

Se puede describir € problema directo como la obtencion de la distribucion de voltgjes dentro
del conjunto W (también llamado ROI, “Region Of Interest”), dada una conocida distribucién
de conductividades conjuntamente con la especificacion de las condiciones de frontera en
términos de corrientes gplicadas.

El problemainverso es encontrar la distribucion de conductividades que sea consstente con los
conjuntos de medida. En ciertas circunstancias, un Unico conjunto de medidas no contiene la
suficiente informacidn para recongtruir laimagen, por 1o que se hace necesario parala
reconstruccion la obtencion de un nimero minimo de medidas independientes o condiciones de
frontera.

En generd, cuantas méas medidas independientes haya en la reconstruccion, mayor es e nimero
de elementos de conductividad independientes, aumentando asi laresolucion espacid. Sin
embargo, a medida que aumenta & nimero de e ectrodos, crece también la dificultad préctica
de colocarlos en € paciente. Ademas la reduccion ddl espacio entre los € ectrodos produce
vaores mas bgos en | os voltges medidos, disminuyendo lardacion sefid ruido. En la
bibliografia no se encontraron trabg os definitivos sobre @ nimero Gptimo de eectrodos. En la
mayoria de los disefios se utilizan 16 eectrodos ([3],[6]) y en dgunos casos como € NOSER
32 electrodos ([2]), ver més adelante.

Hay una estrecha vinculacion entre larlacion sefid-ruido de las medidas y |as estrategias de
medida a utilizar. Aqui haremos una breve resefia de dos de las estrategias méas reconocidas
como lo son & método Corrientes Optimas y |os métodos Tetrapolares.

3.2.1 Método de las corrientes Optimas o método bipolar

Seglin Metherdl [1], Isaacson (1986) y Giser et al (1987), demostraron que para cudquier
digtribucion de corriente en @ conjunto W, existe un conjunto de corrientes Optimas las cudes
maximizan lareacion sefid-ruido en laimagen recongtruida

Cons deremos dos distribuciones de conductividad ¢y y ¢. Los correspondientes conjuntos de
voltges Vo y V, cuando aplicamos | os patrones de corriente | en lafrontera W.
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Vo= F(eg I Ec.3.12

V=F@)I Ec.3.13

Donde F es € operador que define la solucion del problema directo.

Se define ladistinguibilided d  de las distribuciones de conductividad debido ala corriente |
Como:

F(c)] - F(c,)|
]
Para que dos distribuciones de conductividades sean distinguibles entre ellas se tiene que

cumplir que d > e donde € eslaprecision de las medidas.
Por lo tanto e mejor conjunto de corrientes I aplicados alaregion, serdel que maximice d :

IF(c)I - F(c,)]|
i

d =d(1)=| Ec.3.14

d(l* )=max|| I=1 d (1) =max j | Ec. 3.15

S sedefined operador linedl D =|F (c) - F(c,)|, Gisser et a (1987) demostré la corriente que
lo maximizaes € vector propio que et asociado d mayor valor propio de D. A partir de esta
afirmacion se desprende la condicion deresolucion | > e, donde | esel mayor vaor

propio de D. En laprécticae conjunto de corrientes ¢ptimas no es conocido, pues esta
asociado a una distribucion de conductividades que tampoco es conocida. Cheney et al en [2]
especifican agoritmaos que determinan las corrientes Optimas pese alo anterior.

S s=digminuye a cero € area de W que corresponde a area bgjo los eectrodos, la
digtinguibilidad también disminuye. En particular S se incrementa el nimero de dectrodosy
s0lo inyectamos corriente en un par alavez, también se disminuirdla distinguibilidad.

Esto ultimo explicalarazdn por lacud este tipo de sstemas llamados bipolares, utilizan
muchos dectrodosy se inyecta corriente por todos ala vez mientras S multaneamente se miden
los voltgies en los mismos. De esta forma se incrementa el &ea por laque pasalacorrienteen
W aumentando la digtinguibilidad.

Lo anterior atenta contrala eficacia del método, pues @ voltagje medido es muy senshleala
impedancia de contacto entre € electrodo y lapiel que por otra parte es desconocida, ain s la
piel fuera preparada para que disminuya. Estas impedancias de contacto que obviamente no
estan adaptadas entre dlas provocaran un voltge parasito que introducira errores en € voltgje
medido & cud no sraigud d voltge en lasuperficedelapid.

Ademas, d problema de lasimpedancias de contacto se agrega el problemade que la
implementacién del hardware es més complga, pues se hacen necesarias tantas fuentes de
corrientes como pares de dectrodos, y ademas hay que medir en los mismos electrodos en los
gue se inyecta corriente.
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3.2.2 Métodos Tetrapolares

L os métodos Tetrapolares son aquellos que involucran dos electrodos para conducir? las
corrientes aW'y otros dos para medir smultdneamente, a diferenciadel método bipolar que usa
un Unico par parainyectar y medir smultaneamente. Los métodos Tetrapolares resuelven €
problema de las impedancias de contacto no conocidas. Pues s hacemos que € circuito de
medida de voltg e tenga unaimpedancia de entrada suficientemente dta, la corriente que pase a
través de | os eectrodos de medida serainggnificante o que diminara d error en lamedida. La
exactitud de |as fuentes de corrientes juega un rol muy importante en la eiminacion de este
error.

Dentro de los métodos Tetrapolares existen varias estrategias para medir e inyectar corrientes.
Por gemplo d aplicado por Barber y Brown 1985 es e [lamado Adyacente; se gplican
corrientes por un par y se mide por los pares de e ectrodos adyacentes. S utilizamos L
electrodos, situados en lafrontera del objeto, entonces se podrén redizar solo (L-1) medidas
independientes.

La ultima medida de voltagje no es independiente pues la podriamos hallar por superposicion. S
aplicamos corrientes a través de un par de ectrodos e ignoramos | os voltgjes medidos por los
pares adyacentes a par que conduce la corriente, para evitar 10s errores surgidos por medir en
los dectrodos que inyectan corriente, reduciriamos a (L- 3) las medidas independientes, como
se muedtraen lafigura3.

Debemos ahora conducir |as corrientes en |los pares adyacentes y medirlas, por lo que
tendriamos L (L-3) medidas, de las cuaes por € Principio de Reciprocidad (ver capitulo 5.1) €
ndmero de medidas independientes se reduce a L (L-3)/2.

Otra estrategia dentro del método Tetrgpolar, es lallamada estrategia de Oposicion. En ésta
Ultima la corriente se inyecta por eectrodos que estan situados en forma diametramente
opuestay se miden los voltgjes con |os otros en forma adyacente. Este método dael mismo
numero de medidas independientes que € méodo adyacente. Eda edtrategia mejorala
resolucion en € centro de las imégenes, por tener unamejor densidad de corriente por dicha
zona,

! Drive pair : par que inyectala corriente,
Receive pair: par que recibe la corriente, mide € voltge.
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clme it

Figura 3 Estrategia de medida tetrapolar adyacente. Tomado de [1].

En lafigura 3 se descartan las medidas V1 y V15 por su cercania con € par de electrodos de
inyeccion de corriente, para evitar errores en las medidas.

Por Ultimo describimos una estrategia utilizada con @ equipo MK3aen la Universidad de
Sheffidd. Selellamalnterlaceado’, esun méodo Tetrapolar, que utiliza 16 electrodos,
divididos en un grupo de ocho que conducen la corriente y otro grupo de ocho que miden las
tensiones. En lafigura 4, se muestrala disposicidn de ambos grupos cuya forma de ordenar los
electrodos proviene  nombre interlaceado. Laprincipa desventga de este método que para
un niimero dado de eectrodos se reduce € nimero de medidas independientes que se pueden
obtener en comparacion con € método adyacente. Por jemplo paraL = 16 setienen 104
medidas independiente en adyacente (L(L-3)/2) , mientras que en éste solo contamos con 49
(L(L-1)) medidas independientes de las 64 (L/2)? que se podrian redizar. Esto resultaen una
disminucién de laresolucion en laimagen. Por otro lado se observa que en esta configuracion
se mide entre dos d ectrodos que conducen corriente, ver figura 3. Estas medidas corresponden
ala zona donde se tiene unamayor variacion del gradiente del campo e éctrico, por 1o que
pequefios desplazamientos en |os e ectrodos se traducen en grandes variaciones en las medidas.

2 Dd inglés: Interleaved
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Figura4 Estrategia de medida Tetrapolar Interlaceado. Tomado de [1]

3.3 Métodos de Reconstruccion de Imagenes

En la préctica las técnicas de reconstruccion pueden dividirse en dos tipos:

Técnicas lterativas

Utilizan operaciones repetitivas que en cada paso meoran laimagen.

I ntenta una reconstruccion de la distribucion de conductividades absoluta teniendo
en cuentala ausencia de linedlidad del problema.

Técnicas de un solo paso.

Recongtruccion basada en lalinedizacion ddl problemainverso obteniendo una
solucion que corresponde a la variacion de conductividades respecto auna
distribucion de referencia, con menos caculos on line.

En loscapitulos 4y 5 se andizan en detalle estas técnicas y ladecision de disefio se encuentran
enlos capitulos 7, 8y 9.

3.4 Decisiones de proyecto de IMPETOM-I

Después de revisar los distintos métodos y ala hora de eegir la estrategia de medida a emplear
se acordo conjuntamente con € grupo IMPETOM-C descartar € Método de las Corrientes
Optimas debido alacomplgidad en lacirciteria. En cuanto alos méodos tetrapolares, en e
caso del Método de Oposicidn no es compatible con @ adgoritmo de Back Projection (ver mas
adelante), debido ala dificultad en obtener las proyecciones en la reconstruccion. Encontramos
el método adyacente como € mas apropiado para ser utilizado en |as técnicas de reconstruccion
a ser implementadas.
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El nimero de el ectrodos fue acordado con IMPETOM-C, en 16 debido a que latotalidad de los
trabg os |eildos menos en los que refieren a corrientes Optimas utilizan 16 eectrodos. Un

nUimero mayor de electrodos incrementa la complegidad del instrumento y por otra parte

importa la poca practicidad que resulta de un nimero grande de el ectrodos alrededor del

paciente.
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4 Métodos de Reconstruccion Iterativos

4.1 Meétodo de las Perturbaciones

El méodo de |as perturbaciones es una técnica iterativa basada en la aplicacion de un patron de
voltgjes conocido y medida de las corrientes generadas. Se utiliza e Méodo de los dementos
Finitos (FEM) pararesolver € problema directo en cadaiteracion y lamatriz de Perturbacion
(formalined delardacion de sengbilidad) para corregir y estimar la distribucion de
conductividades. Segiin Metheral [1] esta técnica fue propuesta originamente por Kim et
(1983).

Inicidmente asume una digtribucion de conductividad uniforme, d proceso iterativo cacula

una nueva estimacion de la conductividad mediante la siguiente formula

M Re"T.
Lo 1 g8 2o 1 Ec. 4.1

donde ¢! y ¢"* sonlaconductividad del i elemento después dela " y(n - 1)*"

iteracion respectivamente, K es un factor de convergenciay Re’; esladiferencia porcentud

entre ladensidad de conductividad predicha (del cdculo con FEM) y laactud (medida) en €
je™ electrodo enla n“™ iteracion.

M es e nimero totd de medidas de corrientes en los electrodos.

Existen variaciones de este algoritmo, en particular dado que la matriz de Perturbaciones 7', es
una funcion de la distribucidn de conductividades, dichamatriz se puede recalcular en cada
iteracion logrando mejoras en la reconstruccion.

De este método solo se conocen reconstrucciones con datos simulados o con datos provenientes
de fantomas.
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4.2 Método del Doble Condicionamiento

El método del Doble Condicionamiento (“Double Congraint” en inglés) fue desarrollado por
Wexler et d (1985). Es unatécnica iterativa que parte de una distribucion de conductividad
inicid uniforme. En cadaiteracion resuelve € problema directo utilizando dementos finitos
(FEM) y aplicando las condiciones de borde de Neumann y las combinadas. En @ primer paso
del agoritmo se calculan los voltgesinternos y de lafrontera para los patrones de corriente
inyectados utilizando la distribucion de conductividad caculadaen € paso anterior.

Se cdculaladensidad de corriente, J, para cada e emento por laley de Ohm:

J=c,E Ec. 4.2

~

E =-NF Ec. 4.3

En & segundo paso se calcula nuevamente la distribucion de potencia pero en este caso
utilizando las medidas redes de potencia sobre la superficie para“forzar” la solucion.

Esto tiende amegorar la exactitud de la estimacion de |os potenciaes internos.

Dado que ladigribucion inicia de conductividad ¢; no esla correcta, exigtira una diferencia
entre |os gradientes de voltges calculados entre @ primer y segundo paso, por o tanto

J+cNF 10 Ec. 4.4

El objetivo de esta técnica es gjustar en cadaiteracion la distribucidn de conductividades hasta
minimizar € error cuadrético entre |las dos soluciones.
Ed0 esparaminimizar:

e(©)=Q dJ +c,NF ][J +¢,NF ]dv Ec. 4.5
Donde:
e(c) es la suma de los cuadrados de los errores residuales
vi identifica la integral en el volumen del elemento i
J es la densidad de corriente eléctrica en el elemento i obtenida
resolviendo las condiciones de borde de Neumann.
- ¢NF es la densidad de corriente eléctrica en el elemento i obtenida

resolviendo las condiciones de borde combinadas.

Derivando la Ec 4.5 respecto ala conductividad e igualdndola a cero podemos despgar ¢;
(valor de conductividad actudizado dd eementoi).
- Y NF av
¢ T Ec. 4.6
NF NF av

vi
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La convergencia esta determinada por la comparacion entre las diferencias de potencia
caculadas sobre la superficie en d primer paso y |os voltges medidos hasta llegar aun vaor
menor que latolerancia pre-establecida

Laactuaizacion dd vaor de la conductividad no involucra caculos con matrices mdl
condicionadas pero para producir unaimagen razonable segin Wexler, (1988) es necesario un
gran nimero de iteraciones.

4.3 Método Newton-Raphson Modificado

Este método utiliza eementos finitos y e método iterativo de Newtorn Raphson modificado
paracdcular la digtribucion de reigtividad.
El operador / describe larelacion entre los voltgies de lasuperficie V y laresigtividad r :

V="h(r) Ec. 4.7

El error cuadrético e(r) entre los vaores caculados mediante la ecuacion anterior y los
voltges medidos V,, se define como:
e(r)=|l; - h(r), Ec. 4.8

o(r) =%[V0 w7, - h(r)] Ec. 4.9

Minimizando dicho error respecto alaresistividad r obtenemos:
e(r)=-[nn)]'r,- nr)l=o0 Ec. 4.10

Donde 4'(r), = %TTh

J
Aproximando por Taylor en d punto r =r * la derivada de error, despreciando los términos no
linedles, entorno ar *:

esd Jacobiano de /.

e(r)»e(r*)+e'(r*)Dr* Ec. 4.11
Donde;
Dri=r-r' Ec. 4.12

Trabgjando con € término e ”’(r ¥)
ey = e & - h,(rk))%(rk) Ec. 4.13

Debido a que tratamos de minimizar ladisanciaentre 2(r )y Vy, resultaque € segundo
término es sensblemente menor que d primero:

e(ry» [ (r O[T ()] Ec. 4.14
De este modo se puede expresar ¢'(r “):
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er == - me S+ e ] freenort Ec. 4.15
=0

Despejando [Ir* de la ecuacion anterior:
Dr ¢ :{[h'(r G k)]}_l e s - nes)] Ec. 4.16

Donde [Ic* esd error en lak-ésmaiteracion, ¢/ resulta:

e e T el e T wen] esar

El Jacobiano se calcula en cadaiteracion por lo tanto es necesaria unaimplementacion eficiente
del método de Elementos Finitos paracacular /2 y € Jacobiano.
El principa problemaasociado a este dgoritmo es lainverson de la Sguiente matriz:

(e 9] [ ()] Ec. 4.18

Dichamatriz se caracteriza por ser mal condicionada por lo tanto son necesarias técnicas de
regularizacion para poder recongtruir imégenes a partir de datos redles|os cuaes estaran
afectados por errores de medicion.

Un posible méodo es € Método de Levenberg-Marquardt, que es unavariacion en laiteracion
de Newton. Paralograr dicha regularizacion agrega un término ala ecuacion aregularizar:

e(r):%[Vo- O [V, - h(r)]+ar "Ry Ec. 4.19

Donde a esun ecdar y R esunamatriz definidapostiva. Laexpreson aser invertida (Ec.
4.11) ahoraincluye un término adiciond y esto contribuye amejorar € condicionamiento dela
matriz. En € capitulo 9 dedicado alaimplementacion de este método se tratara més
detalladamente este punto.

Muchos grupos de investigacion han utilizado € método iterativo de Newton Raphson de un
s0lo paso, tal es d caso de Cheney (1990) que desarroll6 @ agoritmo NOSER (Newton One
Step Error Recongtruction) en € cud laMatriz del Jacobiano es caculada previo ala
reconstruccion y luego guardada para ser utilizada en las diferentes reconstrucciones.

Este método logra reconstruir imagenes en un menor tiempo a costa de perder exactitud.

En € caso de reconstrucciones de imégenes “In Vivo ™ de térax humanos produce distorsionesy
las regiones pulmonares pueden ser identificadas solamente cerca de la frontera, 0 sea préximo
alapid dd paciente.
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5 Métodos de Reconstruccion de un solo
Paso

Los méodos de un solo paso generan unaimagen utilizando una Gnica operacion matemética.
Son répidosy robustos'y en generd trabajan con imégenes dindmicas.
En principio, dado que estas técnicas estén determinadas por operadores linedes invariables, se
pueden representar como una multiplicacion de un vector de medidas de voltge por una metriz
gue representa el operador de la reconstruccion.
A pesaxr delasmplicidad de laformulacion, la busqueda de los coeficientes de dichamatriz no
es fécil. Exigen varios tipos de métodos de un solo paso, que se dividen basicamente en dos
grupos.

Matriz de Sensibilidad

Back-projection (retro-proyeccion)

Se puede demostrar que ambas técnicas son equiva entes, aungue historicamente hayan tenido
un desarrollo diferente.

5.1 Método Newton de un solo paso: NOSER

Es unatécnica de un solo paso que utilizala Matriz de sensibilided (5.3) formulada de una
forma diferente. ES una técnica muy usada paraimagenes edéicas, utiliza la primer iteracion

del método de Newton-Raphson (4.3). Aungue esté basada en € método de Newtor+ Raphson,
esunatécnicalined de un solo paso.[2]

5.2 Método Capa a Capa

En & méodo Capaa Capa (en ingles“Layer Stripping”) se utilizan corrientes Optimeas para
fadilitar & problema directo que se caracteriza por ser un problemano lined. Estatécnica
cdculaen primer término la conductividad en la frontera de un disco o eferaderadiorg y
luego a partir de estainformacion estimad potencid en un radio (rp -D r). Utilizando estos
datos, serepite d proceso y la distribucion de conductividad es obtenida capa a capa (Layer

Stripping).
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Al cuerpo e le gplican corrientes dptimas en bgjay dtafrecuencia. Las bgjas frecuencias
logran penetrar mas profundamente en @ cuerpo mientras que las dtas se limitan alas capas
més superficides.

Asumimos que e le aplica una corriente alaregion de interés. Utilizando los vaores de
potencid medidos en laregion se puede cacular € vaor de las resstividades R.
Extendiendo esta definicion de R paratodo valor der:

R(r)gs (r,q)wg: u(r,q) Ec.5.1
donde Tiu(r,Q) eslacomponente radia de la densdad de corriente.

I
u son las medidas de voltge sobre la superficie
R eslaresstividad
s(r,q) eslaconductividad

Los pasos dd método son los sguientes:

Redizar las medidas R(r) sobre lasuperficie del cuerpo.
Cdcular la conductividad en la superficie utilizando la siguiente formula

s (r’q) - Vq PARAELCASOHOMOGENEO EC 52

Y/

0 CALCULADOPARAR

Estos voltgjes (V) corresponden alos calculados a dltas frecuencias dado que son los més
sensibles a cambios cercade la superficie.

Primero se caculan los valores parala cgpainterior con radio rp -Dr, luego se propagaR
dentro dd interior utilizando laformula:

R(ro- Dr) =R(ro) - DrE Ec.5.3
T
IR .
donde ﬂ_ se desarrolla por Taylor:
r
ﬂ_R:i+£+£2(is i)R Ec.5.4
I s r r 9 99

Findmente se reemplazaro por (7, - 7)Yy Serepite desde & comienzo.

Dado que la reconstruccién avanza hacia e interior, 1os coeficientes en R asociados alas dtas
frecuencias son progresivamente eliminados dado que contienen informacion muy limitada
acercadelaregion centrd.

Es un método directo que obtiene una solucion aproximada del problemano lined. Requiere
menor procesamiento y amacenamiento de datos que los métodos iterativos. Las iméagenes
obtenidas reconstruyendo datos reales son de maa calidad. Dicho comportamiento se puede
atribuir a que este méodo introduce més inestabilidad a un problemaya ma condicionado.
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5.3 Método de la Matriz de Sensibilidad

5.3.1 La relacion de Sensibilidad

Se consderad Teoremade la divergencia de Gauss en unaregion arbitraria cerrada W con
frontera G. Dada una funcion vectorid continua G en W tenemos:

NG.ds = (WN.Gdv Ec.5.5
(QG N

S consideramos dos funciones escaares cudquiera F y Y reemplazamos G por F NY
desarrollando obtenemos:

o NY .ds = OF N.(NY)dv + QQF N.Y dv Ec.5.6
G

Sudtituyendo ahora sNY por NY ,y definiendo Y como unasolucion delaEc. 3.10, por lo
que N.(sNY) =0

9: SNY .ds =(’?NF N.Y dv Ec.5.7

Principio de Reciprocidad

Al inyectar una corriente unitarial dentro de unaregion W através de los eectrodos a-b, €
voltgje g medido entre los electrodos c-d serad mismo que & medido entre los eectrodos a-b
cuando una corriente unitarial esinyectada entre los eectrodos c-d. A esta propiedad sele
llama Principio de Reciprocidad

Condgderar laregion mostrada en lafigura5.Cuando la corriente Iy esinyectadaen laregion W
através de los electrodos a—b, se establece una distribucion de potencid Y dentro delaregion
y sobre lafrontera G.
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Figura5 Moddo delaregion aandizar

Sobre los electrodos c-d se redliza una medida de voltgie. La conductividad isotropicainterna
de Wess mientras que laregion querodead cuerpo tiene una conductividad nula
Considerando las Ec. 3.5y 3.8 obtenemos:

J =-sNF Ec.5.8
obtenemos que sNY es simplemente € opuesto de la densidad de corriente.

Como W estarodeado por una region no-conductora, laintegral de superficie seraigua acero
salvo en los puntos donde se ubican los electrodos por los cudes seinyectalacorriente Iy
Laintegra de superficie para este caso queda de laforma:

G sNY ds=l,(F,-F,)=LF, Ec.5.9
G

Redizando un andisssmilar, 9 F essolucion de la ecuacion 3.5 cuando se inyecta una
corriente |z através de los electrodos c-d, laintegral sobre G de laecuacion 5.9 serdigud a

IcY , yentonces I.Y , =1 F .
S asumimos que en ambos casos la corriente inyectada esigud ala unidad:

GNFNYdv=F , =Y _ =g Ec.5.10

donde g es la medida de voltge segiin muestralafigura 5. Este resultado permite formular €
sguiente principio.

La Ultima ecuacion, (Ec. 5.10) es un resultado importante en EIT dado que describe larelacidn
entre las medidas de voltgie sobre la superficie y ladistribucion de conductividad. Es
importante notar que dicharelacion es no-lined debido aque NF y NY son también
funcionesde s .

Ahora se consdera la distribucion de conductividad generd y las medidas de voltgje asociadas
en términos de digtribucion de conductividad uniformey perturbada
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s=s, +s, Ec.5.11
g=g,%g, Ec.5.12
NF =NF, +NF | Ec.5.13
Ny =Ny, +NY Ec.5.14

Expandiendo la ecuacion 5.10 sellegaa
g=Q(s. +s ,)NF, +RNF ).(NY, +NY )dv Ec.5.15

Asumiendo que la corriente que sele aplica alaregion W es constante y gplicando la ecuacion
derivada ddl gpéndice A ellegaa

g=¢p.NF NY av- 5 NF NY, av+ cpNF NY dv Ec.5.16
W W w

Como:

g, = op.Nf, NY av Ec. 5.17
w

Por |o tanto:

g, =- cp,Nf, NY av+ pNf NY av Ec.5.18

W W

Utilizando la Sguiente igualdad (Barber 1990)
¢Nf NY dv=-¢ Nf NY dv Ec.5.19

la ecuacion 5.18 queda de la siguiente forma:

g, =-(p Nf NY av- g Nf NY dv Ec. 5.20
W W

Teniendo en cuentala ecuacion 5.14:

g, =-cp,Nf,NY av Ec.5.21

W
Esta ecuacion es conocida como la Relacion de Gesdowitz.
S laperturbacion de laconductividad s, es pequefia, entonces NYp <<NY, porlotanto e

segundo término de la ecuacion 5.20 puede ser despreciado.
Por lo que lardacién de sensibilidad puede ser expresada como:
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g, =- ¢, ,NF NY av Ec.5.22

w

Llegando asi ala Relacion de Senshbilidad Linedizada

5.3.2 La Matriz de Sensibilidad Linealizada

S s=dividelaregion W en un nimero discreto de e ementos con conductividad uniforme, se
puede representar la ecuacion 5.22 como un conjunto de ecuaciones linedes. Escribiéndolo en
formamatricid sellegaa

g,=5C, Ec. 5.23

Donde g, es un vector con los cambios en |os datos de medida de voltajes, C, es €l vector de
conductividad discretizaday S eslaMatriz de sensibilidad cuyos coeficientes se calculan con
ladguiente formula

y

S,=-  ONF NY av Ec.5.24

j <M %elemento

Donde i corresponde ala " combi nacion de electrodo de inyeccion de corriente'y electrodo
de medidade voltge, ; corresponde d ;" demento y laintegracion es sobre un diferencid de
volumen.
Dadalalineslidad se puede obtener la distribucion de conductividad C,, invirtiendo laMatriz de
Sensibilidad:

—c-1
C,=S"g, Ec.5.25

Por |o tanto dadas las medlidas de voltge sobre |a superficie, g, se puede calcular [aimagen de
la perturbacion de la conductividad C,,. Este resultado es valido para regiones sin importar su
dimension ni configuracion de dectrodos, pero la ubicacion y configuracion de los pares de
electrodos afectan la estabilidad de lainverson de lamatriz y por lo tanto lacdidad de la
recongtruccion. Segun la bibliografia consultada [1] se lograreducir  efecto de laubicacion y
configuracion de los dectrodos mediante la normdizacion de lamatriz S.

Paralarelacion normdizada, se sudtituye S por laMatriz de Sensibilidad Normdizada F
obteniendo:

C, =F'g, Ec.5.26

Para poder obtener C,, a partir de g, primero esnecesario cacular laMatriz de Sensbilided
Normalizada dependiendo de la configuracion de eectrodos utilizaday luego encontrar una
inversion estable de dicha métriz.

5.3.3 Formulacion de la Matriz de Sensibilidad Normalizada

Laformulacion dela Matriz de Sensibilidad Normdizada se puede dividir en los Sguientes
pasos:

38



IMPETOM |

I. Dividir laregion de trabgo en un nimero discreto de ementos (Grilla)
[1. Cdcular € gradiente de voltge en cada € emento suponiendo que una corriente
unitaria pasa por cada uno de los pares de electrodos de corriente correspondiente
a méodo de medida seleccionado.

[1l. Utilizando estos vaores de potencid, cacular |os coeficientes de lamatriz de
sensibilidad para cada combinacion de e ectrodos de inyeccidn y eectrodos de
medidas en cada eemento.

IV. Guardar estos coeficientes en forma matricid, normdizarlay asi se obtiene la
meatriz F

En muchos trabgjos se ha utilizado € Teorema de la Sensibilidad de Gesdowitz (1971), para
recongruir laimagen.

Yamashitay Takashashi (1981), utilizaron & Método de Elementos Finitos (FEM) para obtener
una Matriz de Sengbilidad linedlizada representativa del torax humano. Al obtener dicha
matriz notaron su ma condicionamiento por o que fue necesario regularizarla para poder
invertirla obteniendo una solucién estable. Andlisis numéricos de dicha técnicarevdaron que la
goroximacion lined fue védida para cambios de conductividad menores de 30%.

Nakayama et al (1981) implementd un agoritmo iterativo lined asumiendo cambios pequefios
de conductividad. En reconstrucciones smuladas de una solaiteracion encontré variaciones en
laexactitud dd agoritmo segln laregion, € comportamiento resultd mejor en los bordes.
Mura y Kagawa (1985) también propusieron un método iterativo basado en € teoremade
Gesdlowitz en d cud rdacionan los cambios en laimpedancia de transferencia (DZ) medidaen
la superficie, con los cambios en la conductividad (Dc):

DZ = SDc Ec. 5.27

end cud S, laMatriz de Sensbilidad se cacula para una conductividad dada
Comparando los vaores de laimpedancia de transferencia (Z) con los medidos (Zm):

DZ=(Z, - Z)=SDc Ec.5.28

Invirtiendo lamétriz S, cdcularon € vector Dcy lo utilizaron para actudizar € vaor dela
conductividad iterando hasta obtener la solucion.

Yorkey et al (1987), notaron que & Método de la Matriz de Senshilidad linedizada era smilar
a agoritmo de NewtonRaphson, dado quelameatriz S esigud a Jacobiano. Ademéslos
métodos no iterativos pueden ser considerados equivaentes ala primeraiiteracion de un
proceso mas generd y todos el os necesitan la regularizacion de una matriz mal condicionada.
Barber y Brown (1988), puntuaizaron que inversiones estables de dichas matrices no
garantizan buenas reconstrucciones dado que la Matriz de Sensibilidad debe ser calculada con
una geometriaidéntica ala utilizada en larecoleccion de los datos, que no es e caso delas
gplicaciones médicas, |0 que representa un problema significativo. Barber y Brown también
demostraron que pequerias variaciones de posicion de los e ectrodos pueden resultar en grandes
errores en laimagen recongtruida. Por estarazon modificaron € agoritmo de recongtruccion
normalizando la ecuacion (g, = S ¢p) con un conjunto de datos de referencia

S dicho conjunto de datos utilizado para normdizar 1os cambios de |los voltges en la frontera
corresponde a datos medidos previamente a los cambios en la conductividad, notaron que la
reconstruccion se tornainsensible a desviaciones de lageometriay los errores tienden a
cancelarse. La consecuencia de esta estrategia es que | as reconstrucciones producen imégenes
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diferencides en lugar de producir imégenes estéicasy solo cambios normeizadosen la
conductividad pueden ser determinados.

Estamodificacion smpley muy efectiva es probablemente la principa razon por lacud €
método de Barber y Brown es la técnica més exitosa para recongtruir imagenes “1n Vivo'.
Utilizando una estrategia de datos con normaizacion smilar, Kotre (1989,1994), ha redizado
varios estudios utilizando € méodo de laMatriz de Sensbilidad. En lugar de normdizar la
matriz, con € conjunto de datos de referencia uniforme, normaliza cada columna de la matriz
(correspondiente a cada pixel) con la suma de los coeficientes para todos los pares de
electrodos.

S
Si= v Ec. 5.29

[}

a Slj

i=1
i corresponde a un par de electrodos en particular
J corresponde a un pixel en particular
N numero de electrodos

Resultados obtenidos tanto con datos reales o cal culados demuestran que este método funciona
correctamente aunque no exista una fundamentacion tedrica

En d caso practico, la sumatoriaincluye las medidas de todos | os eectrodos, incluyendo los
gue contienen |os eectrodos de corriente, en los cuaes es imposible obtener unamedida de
voltge por lo que en la sumatoria dichos vaores se sustituyen por cero.

5.4 Método de retroproyeccion

5.4.1 Introduccion

El método de reconstruccién por retroproyeccion (del inglés Back Projection) se hdla
actualmente muy extendido entre | os trabgj os sobre la tomografia por impedancia el éctrica.
Este dgoritmo de un solo paso fue inicialmente desarrollado por Barber et d (1983), y re
formulado por Barber (1990) en la Universidad de Sheffield. Muchos grupos han
implementado dicho méodo y lamayoria de ellos han utilizado la estrategia de medida de
voltgje adyacente (ver capitulo 2). En este capitulo explicaremos las bases tedricas de método
gue sustentaran su implementacion practicaen € capitulo 8.

5.4.2 Distribucion del potencial dentro de un medio resistivo isotropico

El problematedrico aandizar agui es larecongtruccion de una distribucion de resistividad
dentro de unaregion circular en 2D rodeada por un medio de resistenciainfinita

Mientras que en lafigura 6 se observa una configuracion de eectrodos de medida rea sobre
unacurva“irregular”, lafigura 7 muestra una idedlizacion de dicha configuracion logrando una
ubicacién de los dectrodos equiespaciada en un circulo.
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Figura 7 Disposicion idedizada de los eectrodos

Cuando se hace circular corriente por un par de electrodos (€l ectrodos de inyeccion de
corriente) produce una circulacion de corriente por toda la region.
Ladigtribucion de voltges dentro de dicha region se obtiene resolviendo la siguiente ecuacion:

cNZV +Ne NV =0 Ec. 5.30

Donde ¢ = ¢(x, y) esladigtribucion de conductividad dentro de la region.

Es conveniente reemplazar ¢ por R donde R=-log(c) (conductividad logaritmica) por lo que la
ecuacion anterior se transformaen:

N2V =NRNV Ec. 5.31

L a ecuacion 5.31 representa unarelacion no lined entre 'y R debidoa N del lado derecho
de la ecuacion. Resolviendo esta ecuacion se logra congtruir laimagen de la conductividad
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logaritmica. Parad caso que la conductividad dentro de la region sea uniforme la ecuacion
anterior se reduce ala ecuacion de Laplace:

N2V =0 Ec. 5.32

Para una corriente que fluye a través de un par de eectrodos particulares, los voltges que se
generan sobre la frontera de la regidn dependen de la distribucion de conductividades dentro de
esta. Pero las medidas generadas por un determinado par de electrodos de inyeccidn de
corriente no proveen informacion suficiente como para recongruir dicha distribucion, por lo

gue es necesario obtener medidas generadas por lainyeccidn de corriente por otros pares de
electrodos. El conjunto de medidas resultante permitira una reconstruccion aproximada de la
digtribucion de conductividad.

Para avanzar en d desarrollo dd méodo suponemos una solucién a esta ecuacion de laforma

V=V, +V, Ec. 5.33

Donde V,, esunasolucién de la ecuacion de Laplace, es decir una solucidn cuando la
conductividad es homogénea. Sustituyendo esta solucion en la ecuacion 5.31 y dado que
N2V, = 0seobtiene:

N?, =NRNV, +NRNV, Ec.5.34

Si ademés NR pequefio se puede asumir que N, << NIV, entonces la ecuacion se smplifica,
guedando:

N*v, =NRNV, Ec. 5.35
que condtituye unarelacion lined entre ¥, y R. Para la i corriente aplicada

12 N i K .

N7V, (i) = NRNV, (i) Ec. 5.36

Asl seforma un sstema de ecuaciones linedes que relacionan Rcon 7, (i) .

Larecongtruccion de R requiere de lainversion de estas ecuaciones. Latécnicade
retroproyeccion (backprojection) gproximadichainverson.

5.4.3 Transformacion de coordenadas

Para poder identificar larelacion entre € perfil de voltges sobre lafronteray la distribucion de
conductividad dentro de laregion es necesario transformar @ problema en un espacio més
conveniente. Para ello impondremos la hipotesis s mplificadora de que los pares de el ectrodos
edan infinitamente cercanos. En particular, los pares de inyeccidn de corriente en cada medida
se trandforman en dipolos puntuaes de corriente.

Con edta hipdtesis es més sencillala solucion homogénea ¥V, . Se puede probar [6] que la
distribucion de potencid homogénea para una inyeccion model ada como un dipolo puntua de
corriente implica equipotenciaes circulares tangentes d dipolo y lineas de corriente también
circulares y centradas en la recta que define la direccidn dd dipolo.
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-—- lineas de cortente

-- equipotenciales

=—— dipolo de cortiente

Figura 8 Equipotenciadesy lineas de corriente paralainyeccion mediante un dipolo puntud de
corriente

Este problema se puede convertir en un sistema de coordenadas més conveniente utilizando una
transformacion bilined. Laidea detrés de esta transformacion esladellevar € problemaaun
espacio en e que los ges de coordenadas sean respectivamente paraelos alas equipotenciaes
y alaslineas de corriente.

Latransformacidn gpropiada se expresa de la siguiente forma:

u X

X=—— U=——
(W +17) 2 +y?)
— v — y
R y=—= Ec. 5.37
YT (x? +77)

Laprimerade las expresones|ilevad ge de coordenadas de x sobre las equipotencidesy la
segundatransforma e ge de coordenadas y sobre las lineas de corriente.

La segunda columna muestra la transformacion inversa

Lafigura9 muestralosespacios x,y Yy u,v paalatransformacion.
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F ¥ 1
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Ezpacio original Ezpacio transformado

Figura9 Transformacion a espacio de equipotenciales'y lineas de corriente

En generd, laregion circuar se transforma en un semiplano, las lineas equipotenciaes se
transforman en rectas paraldlas d ge v y laslineas de corriente en paraldlas d gedelasu.

En lafigura 9 se identifican con igua color en los dos espacios las conjuntos homdlogos
correpondientes alatransformacion T’ degida. Adl, lafronterade laregion se transformaen
unarecta paraelad ge u (corresponde en definitiva a unalinea de corriente) y las tres
equipotenciaes mostradas se transforman en semirrectas. Se muestra ademas latransformacion
de dos puntos mostrando cdmo los mas cercanos a dipolo se transforman en puntos mas
agados dd transformado de la frontera
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5.4.4 Fundamentacion de la retroproyeccion

Seguin [6], d aplicar latransformacion T laecuacion 5.34 no variay se puede replantear de la
sguiente formaen d espacio transformado:

NZy, = Jopais Ec. 5.38
du

Donde E = fl_V es condante, ya que u esla coordenadadel potencia y ademas j—V =0, yaque
u 3%

las variaciones con respecto a v dgjando u fija equivalen a desplazamientos sobre las
equipotenciaes.

Laecuacion 5.31 es mas facil de resolver en € espacio u, v queen € espacio x, y .

Tranformandolad espacio de frecuencias, con las variables (w, ,w, ) y definiendo:

v,(w,,w,) como latransformadade Fourier de 1,y
r(w,,w,) como latransformada de Fourier de R (recordar que R =- Inc¢)

Entonces:

2 2 _ .
- (w, tw)y, (w,,w)=Ew, r(w,,w,) Ec. 5.39
De la ecuacion anterior se deduce:

jrw,,w,).Ew,

> > Ec. 5.40
(w, +w;)

vp(Wu’Wv):-

p

Definimosahora G, = como € gradiente de la distribucion de voltges perturbado en la

u
direccion de u, siendo su transformada de Fourier g,= g,(w,, wy). Estatransformada se puede
obtener multiplicando ambos lados de la ecuacion anterior por jw, :

r(w,,w, ).E.w”_2

jw,v,(w,,w,)= 7 D) Ec. 5.41
Es decir

2
g,(w,,w,)= rlw,,w,)Ew, Ec. 542

(W +w))

Laecuacion anterior muestralarelacion entre d vaor del gradiente en ladireccion « dd voltge
perturbado y la distribucidn de laresistividad logaritmica dentro del objeto.

De especid importancia es la evauacion de esos gradientes en la frontera de laregion bgjo
estudio en € espacio transformado, es decir larectav=v,. Como se menciono antes esta recta se
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antitrandforma en la frontera de laregion circular en € espacio origind. De estamanerase
arriba a una expresion que relacionala distribucién de resistividad dentro del objeto con la
digtribucidn de gradientes tangenciaes en lafrontera; |as medidas de voltgie en & sistemared
Seran gproximaciones de esos gradientes

A continuacion setradada € origen de coordenadas en € espacio u,v de modo que d ge u
coincida con larectav=v, , alos efectos de smplificar las cuentas. Luego de dichatradacion la
transformada ddl perfil de gradientes en la frontera se obtiene d antitransformar la expresion de
laecuacion 17 segin w, evaluando en v=0, con |o que resulta:

¥\r(wu ’Wv)wu.z

b,(w,)=E dw Ec. 5.43

o (wi+wl)
sendo b,(w,,) @ perfil transformado de gradientes de potencia sobre la frontera
De la ecuacion anterior se puede concluir que los gradientes en lafrontera siguen unarelacion

lineal con ladistribucion de conductividades logaritmica R, debido alas hipdtesis impuestas
més arriba.

Aprovechando esalinedidad se estudiara la respuestaa impulso, en este caso un punto con una
perturbacion de conductividad infinita con respecto d resto uniforme.

Para smplificar ese punto se Stuara sobre € ge v aunadistanciaq dd origen. Larespuestaa
puntos fuera ddl ge v se obtiene mediante la tradacion gpropiada en la direccion de u. Se
asumira ademés smetria especular sobre d ge u con lo que latransformada de esa
perturbacion puntua queda:

r(w,,w,)=cos(w,q) Ec. 5.44

Sudtituyendo en la ecuacion 5.43 y redizando laintegracion se obtiene;

b,(w,)= EEW” exp(- gw, |) Ec. 5.45

Wu

que eslatransformada del perfil de gradientes en lafrontera para una perturbacion puntua en
la discontinuidad. Antitransformando:

q 2_ 2
B, (u)= E+—vs Ec. 5.46
2 2
g7 +u?)
En lafigura 10 se grafica la respuesta sobre |a frontera para perturbaciones de diferente
profundidad
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| q=2

respussta a sobre |a frontera

02r

posicion sobre la frontera

Figura 10 Respuesta en |a frontera para perturbaciones puntuales de la conductividad de
diferente profundidad ().

Delafigura 10 se pueden extragr dgunas conclusiones.
Lainfluencia de la perturbacion decae a cero rdpidamente para puntos sobre la frontera
agados de lainterseccion de ésta con la equipotencia que pasa por € punto que presenta
dicha perturbacion.
Esta observacion judtificala hipdtesis hecha en laimplementacion de este método de que los
cambios en d perfil de diferencias de potencid medidos entre el ectrodos se deben
fundamentalmente a las perturbaciones en la conductividad en aquellos puntos taes que las
equipotenciales que | os araviesan cruzan la frontera en laregion de esos eectrodos. De aqui,
junto con la hipétesis de que las equipotenciaes no varian mucho respecto alas creadas por una
distribucién uniforme, surge laidea de retroproyectar alo largo de esas equipotenciaes.
Lainfluencia sobre la frontera es dependiente de la distancia ala fronteradel punto
perturbado, siendo mayor para puntos més cercanos a la frontera que para puntos mas
agados.
De egta otra observacion se deduce la necesidad de implementacion de filtrado que hagala
respuesta menos dependiente de la posicion espacid.
De acuerdo d punto anterior y teniendo en cuenta la contribucion de todas las medidas ala
imagen total se puede concluir que los puntos del centro de laimagen son los que tienen
menos influencia en la generacion de los voltgjes medidos. De esto surge que  méodo
presente una bgja resolucidn en puntos centraes de lafigura
Con esto concluye la presentacion del marco tedrico de la reconstruccidn segiin € método de
retroproyeccion. En d capitulo 8 se dan los detdles de implementacion.
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6 Regularizacion

En & sguiente capitulo se hara un estudio tedrico de porqué se hace necesario regularizar y en
qué consigte laregularizacion. Andizaremos digtintas técnicas de regularizacion: € método de
Tikhonov, € método de lavarianzay € de Truncamiento (TSVD), asi como también
combinaciones de los mismos.

6.1 Necesidad de la Regularizacion

El problemadirecto de laEIT puede ser representado con un modelo matemético generd dela
forma

z=h(@Q) Ec. 6.1

dondeq 1 AN son lasconductividedes y z 1 AM & vector voltges.

El operador hen d caso delaEIT no eslined; sn embargo en muchos esquemas de
recongtruccion se mangan mode os linedizados, para los que la ecuacion anterior queda de la
forma

z=Hq , Hl A" EC. 6.2

En estecaso S H'y g son conocidas, z puede ser calculado resolviendo € problema. Este es €
problema clésico directo que es amenudo estable y que tiene soluciédn Unica

En d problemainverso, z es medido (vector de observacidn) y d vector g es d parametro a
determinar.

Una caracteristica muy frecuente en los problemasinversos eslade “ill posed’ .

Esto implica que no preservala estabilidad y unicidad para cuaquier conjunto de datos
arbitrarios seguin Polydorides[9]. Incluso s no se producen errores se hace dificil encontrar una
solucion estable parad problema. Por jemplo cuando las medidas son smuladas conun

model o tedrico se encuentra inestabilidad numérica. Como veremos mas addante esto tiene
consecuencias importantes en las recongtrucciones en EIT.
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Segun [3], un problema es“ill posed” S cumple con las siguientes condiciones:

1. Losvdoressngulares de H decaen acero sin caidas abruptas en € espectro de valores
sngulares.
2. Larazon entre e mayor de losvaores singularesy € menor distinto de cero es grande.

Lacondicionl implicaque no hay un problema parecido asociado a unamatriz bien
condicioneda, es decir que sugtituyendo lamatriz H por otra bien condicionada derivada de dla
no necesariamente se obtiene una solucion aceptable. La condicion 2 implicaque lamatriz H es
ma condicionada, es decir que la solucién es muy sensible a perturbaciones en los datos. Como
resultado laEIT es extremadamente sensible d ruido en las medidas, que deben ser hechas con
suficiente precision segin Cheney et al [2].

Seilustrad problemadd ma condicionamiento con un gemplo. Consideremos @ problemade
minimos cuadrados:

min |4x - 5|,

20.16 0.106
=¢0.17 0.11-
202 1295

Construiremos & vector b imponiendo una solucion X' =(1 1) y le sumaremos una pequefia
perturbacion, como ruido aditivo.

a9.16 o.1oo 5 a@ 01 ¢
b =go.17 0.11— g —+ g 0. 03T
€202 1.295 Og €0.02
20.279
b=¢0.25-
%3.33
Laprincipd dificultad con este problema de minimos cuadrados es que lamatriz A etdmal
condicionada, su nimero de condicion es 1.1x10°. Esto implica.que lasolucion calculada es
muy sensible alas perturbaciones en € vector de observacion b. S ahora caculamos la

solucion x por medio de métodos convencionaes de resolucion de minimos cuadrados, como
por gemplo lafactorizacion QR de A, entonces obtenemos:

H.01 ¢
Fiso g 8.40
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Como se puede apreciar esta solucion esté |6jos de la solucion exactax” =(1 1). En este demplo
queda claro como una pequefia perturbacion en los datos conlleva a una gran perturbacion en la
solucion.

El propdsito de lateoria de la regularizacion numérica es obtener métodos eficientes y estables
numéricamente parallegar a soluciones Utiles y Unicas para problemas “ill posed”,

estableciendo métodos robustos para proveer € pardmetro de regularizacion optimo.

6.2 Métodos de Regularizacion

Ladificultad esencid de los problemas discretos i/l posed” es que son indeterminados debido
a grupo de vaores singulares pequefios de la matriz H. Por eso es necesario incorporar
informacion adiciona acerca de la solucidn deseada para poder estabilizar € problema.
Aunque es posible agregar muchos tipos de informacion acerca dela solucion g, € principio
dominante en los diversos métodos de regularizacion es requerir que lanorma cuadrética (o
alguna norma apropiada) de la solucidn sea“ pequefid’. Esto evita que debido alainestabilidad
la solucién se haga extremadamente grande. Una estimacion inicid q de la solucién puede
incluirse en e término de regularizacion. Por lo tanto la regularizacion implicalaminimizacion

de la cantidad:

W@) =|L@- g*)|, Ec. 6.3

En esta ecuacion lameatriz L estipicamente o lamatriz Identidad o una aproximacion discreta
del operador derivada.

Cuando € término adiciond W(Q) esintroducido, serelgad requerimiento de que Hg sea 1o
més parecido posible d vector de observacion z. En lugar de eso se busca una solucion que
brinde un ba ance gpropiado entre minimizar W(q) y lanormade resduo &Hq - z&&; esta
Ultima expresion cuantificala bondad con que lasolucidn q se gustaalos datos. Laidea
subyacente es que una solucion regularizada con una norma pequefiay una normadel resduo
aceptablemente chica, no esté demasiado lgjos de lasolucion del problema

6.3 La descomposicion en valores singulares

La herramienta més importante parad andiss de los problemas discretos “ill posed’ esla
descomposicion en vaores singulares (SVD, singular vaue decomposition). LaSVD revea
todas las dificultades asociadas d ma condicionamiento de lamatriz H.

Como serecordard, s H T AM*N entonces se la puede descomponer de la forma®:

H=USV" =4 us v/ Ec. 6.4

i=1
donde U = (Up....cervnee UN), V = (Vi V) Son matrices con columnas ortonormales, U™ U
=VTV =1,y donded =diag(S1.............. sn) tiene eementos no negativos en ladiagond y que
aparecen en orden decreciente, de manerata quesi® s23 ... 3 sy 0.

3 La demostracion de este teorema se puede hallar en (1)
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Los nimeros s; son los vaores singulares de la matriz H mientras que los vectores y y Vi son
los vectores sngulares derecho e izquierdo de la matriz H respectivamente.
El nimero de condicion de H esigud alarazén s /s .

DelasrdacionesH™H = V&2V y HH™ = U&?U" se deduce quelaSVD de H esta fuertemente
vinculada ala descomposicion en valores propios de las matrices semidefinidas positivas H'H

y HH'; apartir de esto se demuestra que la SVD es Uinica para unamatriz dadaH con
excepcion de vectores sSingulares asociados a vaores singulares mltiples.

En conexion con los problemas discretos “ill posed”, hay dos caracteristicas que son frecuentes
de encontrar en la SVD de H, una de las cudes ya fue nombrada arriba:

Losvaores sngulares s; decaen graduamente a cero sin caidas abruptas. Un incremento en
las dimensiones de H incrementara e nimero de valores singulares pequefios.

Los vectores singulares izquierdo y derecho y y i tienden atener mas cambios de signo en
sus dementos amedida que d indicei seincrementa, es decir amedida que s; decrece.

Aunque édtas caracterigticas son encontradas en muchos problemas discretos “ill posed” con
aplicaciones practicas, son desafortunadamente muy dificiles o quizas imposibles de probar en
generd.

Paraver como la SVD da unanocion del mal condicionamiento de H, consideramos las
siguientes relaciones que se deducen directamente de laec 6.4

Hv, =s u,
__yi=1l.,n Ec. 6.5
"HV:'" _Sip

Vemos que un vaor singular pequefio s, comparado con la || H || = s 1, Sgnificaque existe
ciertacombinacién lined de las columnas de H, caracterizada por |os e ementos del vector
singular derecho v, tal que || H Vi || = si sea pequefia. En otras palabras, uno o més valores s;
chicosimplican que H sea cad de rango deficiente, y que los vectores v asociados con € valor

Si huméricamente pertenecen d nlcleo (kernel) de H. De esto y de las caracteristicas de H
concluimos que lamatriz en un problema discreto “ill posed” es Sempre md condicionaday
gue su nlcleo numeérico es generado por vectores con muchos cambios de signo.

A partir dela SVD también se pueden inferir dgunos aspectos dd comportamiento de las
soluciones en & dominio delas frecuencias. Se puede ver que aumenta d indice i los dementos
delos vectoressingulares u y i correspondientes se vueven mas oscilatorios. Son estos
vaores entonces |0s que determinan € contenido de alta frecuencias.

Consideramos ahora la transformacidn Hqg de un vector arbitrario g, usando la SVD tenemaos
Hq= é. S,.(V,.TCI)ui Ec. 6.6
i=1

Esto muestra claramente que debido alamultiplicacion por los s los componentes de dta
frecuencia son méas atenuados en e producto Hg que los componentes de baja frecuencia, dado
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el ordenamiento decreciente de los s;. Por lo tanto, € problemainverso debe tener @ efecto
opuesto: amplificalas oscilaciones de dta frecuenciaen € término de la derecha, z.
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6.4 Regularizacion de Tikhonov

Laforma méas comin y conocida de regularizacion es lallamada regularizacion de Tikhonov; la
idea es definir la solucion regularizada como la que minimiza la Sguiente expresion:

q, :argminq{“Hq -z||2+|2||L(q-q*)2 Ec. 6.7
Donde d paréametro de regularizacion | controlalaimportancia rediva dada alaminimizacion
del término de regularizacion frente alaminimizacion de lanormaresdud. Claramente un
vaor grandede | (equivaente a una fuerte regularizacidn) favorece una solucion con norma
pequefiaa costo de una normaresidua grande, mientras que un valor pequefio del
(equivadente a una déhil regularizacion) tiene € efecto opuesto. El parametro | controlala
senghilidad de la solucion regularizada g alas perturbacionesen H'y z, siendo una cantidad

importante que determina las propiedades de la solucién regularizada 'y debiendo ser elegida
con cuidado. Mas addante presentaremos algunos métodos para la el eccidn de ese parametro.

6.4.1 Desarrollo del método

El método de regularizacion de Tikhonov puede ser expresado como:

q, =ag minﬂHq - z||2 +1 2"L(q - q*)lz} Ec. 6.8

La ecuacion 6.8 representa la asi [lamada forma generdizada de Tikhonov; con L igud ala
metriz identidad sellegaalaformaestandar de Tikhonov. Para dar sencillez alos cdculos
supondremos queq es nulo, resultando®:

a, =argmin{|tg - 2 +17a]’} Ec. 6.9

Para encontrar  minimo de esta expresion, laderivamos y buscamos anular € gradiente. Seaq
+ [Jg un conjunto de vectores en una bola de centro q y radio [1g. El término aminimizar 10
puede descomponer de la siguiente manera:

|t - 2" +1 30 = (Hg - ) (Hg - 2)+(1a) T q Ec. 6.10
Cdculando € gradiente a partir de la definicion

|(t1(a+ 10)- =) ((@+1q)- =)+1°@@+1a) (@+1a)- (Ha- =)' (Ha- =)+ 1Pa'd g 5 1q

el

0=1imgqo

* Nota: En e desarrollo de este trabgjo se utilizara la forma esténdar de Tikhonov con L igud a
laidentidady qigud acero parasmplificar los cAculos.
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Desarrollando término atérmino y gplicando las Sguientes igua dades:

(ab) =b"a"
(@a+b) =a” +b"

Ec.6.12

Utilizando ademas que Siendo a y b vectores columnay F unameatriz smétrica se cumple que

a’b=b"a

a'Fb=b" Fa

Ec. 6.13

Sellegaalasiguiente expreson:
|(e7(a+90) - =) (H(@+1a)- 2)+1%(@+1q) (a+%a)- (Ha- =) (Ha- =)+ *d'q
[T
|29’ (57 Ho - H7z+1%)+ 10" (HH +121 )iq|
[ficl

Ec.6.14

Resaultafacil de demostrar que € segundo término de esta expresion converge a cero utilizando
ladesigualdad de Cauchy- Schwartz.

2
. |90 (7 & +121)1q] ] |57 1 +121]1)
Tq [T
Entonces para que d gradiente se anule @ sguiente término se debe anular:
b H'Hq- H'z+1%9=0
b (H'H+12y=H"z Ec. 6.16

® 0 Ec. 6.15

A 1a6.16 sele denomina* Ecuacion normal regularizada” , por 10 que g se lapuede hdlar a
partir de éstas ecuaciones.

bq=(H"H+?)'Hz Ec. 6.17

Es esta expresion entonces la que e utilizara paraimplementar |la regularizacion de Tikhonov.
Observamos que s € parametro de regularizacion, | es nulo entonces:

qg=Hz=(H"H)'H"z Ec. 6.18

Donde H~ eslamatriz seudoinverss® de H.
Usando la descomposicion de SVD, podemos escribir H = U& VT, donde U, V y & tienenlas
propiedades ya mencionadas.

5 Formula de Moore-Penrose
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(razv +12)'Hz

Ay +M W) H 2

=v(a2+ ) v rav’z

bq, =r@a2+) au’z Ec. 6.19

o]
1

N

El término que contiene [1°+¢° es una matriz con elementos no nulos en ladiagonal. Laec. 6.19
sela puede expresar en formaescadar,

” T

a =4 f" Ec. 6.20
=1 Sl‘

Donde:

f; S/ @'rl S>> Ec. 6.21

.= ! C. O.

CosPHl® isEN? s, <<|

0n los llamados “filtros de Tikhonov”

6.4.2 El criterio de regularizacion de la curva L ( L-curve criterion)

LacurvalL esunarepresentacion logaritmica de la norma de la solucién regularizada versus la
normadel residuo correspondiente. Es una herramienta gréfica gpropi ada para representar €
compromiso entre € rango de excurson de lasolucion y labondad de su gjuste alos datos,
segun lavariacion dd parametro de regularizacion. La curva L da entonces una visién més
profunda del método de regularizacion utilizado, ayudando a elegir € pardmetro més apropiado
para un conjunto de datos dado.

A continuacion se presentan las principaes caracterigticas de lacurva L y su utilidad como
herramienta o método de eleccidn de pardmetro de regularizacion.

Se hace necesaria laregularizacion d resolver un problemainverso porque la solucion forma
aportada por lateoria de minimos cuadrados g, = H* z estd completamente dominada por &

ruido proveniente de errores en los datos y errores de redondeo. Mediante la regularizacion se

atenlian esos efectos y se mantiene lanorma “L @, - q*)H en un vaor razonable. Edaesla

filosofia subyacente d méodo de Tikhonov y alamayoria de métodos de regularizacion.
S s gplica demasiada regularizacion ala solucién del problema entonces ésta no se adaptara

apropiadamente alos datos z y € residuo |Hq, - z| serddemasiado grande. Por otro lado, s la

regularizacion esinsuficiente entonces @ guste de los datos sera bueno pero la solucion estara
distorsionada por las contribuciones de |os errores en los datos y de redondeo, sendo

demasiado grande“L @ -9 ’ )H . Lafigura 11 muestra con claridad este fendmeno, parala
regularizacion de Tikhonov.
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Ao R s om0
?'H."Iﬁ: tlll_?ll:ll'.'ﬂlf'. Hyax=mn |?-':l.|:'E bl HE h!?- (RR s
] 1 [}
1511121, =4.2822 L 1,50l =T5112

Figura 11 Regularizacion de Tikhonov, con parametro | = 2 (sobre-regularizado), | = 0,2
(regularizacion apropiada), | = 0,003 (sub-regularizado). Tomado de [8].

Habiendo vigto laimportancia de la norma de la solucion y ddl residuo parece bastante natural
graficar estas dos cantidades una con respecto ala otra, es decir como unacurva

Q|HqI - z|| |L(qI - q*)H) parametrizada por € parametro de regularizacion. Esto es
precisamente lacurval. A continuacién se muestraun gemplocon L =1 .

Thix L—curea for Tikhonow regularizatian

3 = 1a=005

2

A = 0,0001

Salulign nomm || x, ||,

107! 10" 10'
Fescual nom [l Ax, - D,

Fgural2 Curval, tomado de[8].

El hecho de quelacurvaL paraun problema con datos contaminados con ruido tenga un
vértice més 0 menos definido conduce a un método de obtencion del parametro Optimo. En este
meétodo € parametro Optimo de regularizacion se dige apartir delaubicacion dd vértice dela
L. Enlafigural2loes| =0.01.

Lajustificacion para esta € eccion es que dicho punto separalas parte horizonta y verticd dela
curva. En la parte horizonta € vaor dela norma de la solucion no es afectado por la variacion
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del ; aumentando | apartir del vaor asociado a veértice solo se empeora e gjuste de los datos,
a aumentarse lanormade resduo.

Por otro lado, disminuyendo | apartir del vaor asociado a vértice, se aumentalanormade la
solucion sin megorar d guste de los datos, ya que d residuo permanece in cambiado. De estas
afirmaciones se concluye que e vaor del asociado d vértice de lacurvaesd vaor éptimo,
dando un baance apropiado entre la regularizacion, que implica mantener acotada la norma de
lasolucion, y d guste de los datos del problema, es decir que @ residuo sealo mas pequefio

posible.

Para definir mas edtrictamente dicho vértice en [10] se sugiere definir este punto como aquel en
el que lacurva presentalamayor curvatura (k). Es facil implementar un procedimiento de

minimizacion unidimensond parad cdculo dd méximo dek. Lafigurailusrad criterio dela
curval:

L ] CUrsiins K

17—

ot B A
i i i 10 1w 1
|-"l-'=..-|3'!$. Fag. param. §,

Figura13 Curval y su curvaturatomado de[8].

Laparte izquierda de la figura 13 muestra la curva donde aparece € vértice claramente
definido, en la parte derecha se muestrala curvatura kK enfunciénde | . El picoenla
curvatura K corresponde, por supuesto, d vérticeen lacurval.

6.5 Regularizacion por uniformizacion de la varianza

Una caracteristicaimportante de laEIT es la fuerte atenuacion de las corrientes dentro del
medio, por |o que los voltges medidos contienen informacion mas rica sobre laregion de la
periferia que sobre laregion central. Eso explica porqueé la varianza de la solucion estimada es
mas grande en € centro de la region estudiada que cerca de la frontera. La regularizacion de
Tikhonov reduce este efecto, sn embargo gplicala misma cantidad de regularizacion en cada
pixel del objeto desconocido independientemente de su contribucion alos datos medidos.
Como laregularizacion compensa lafdta de informacion en las medidas, € nivel de
regularizacion deberiavariar espacidmente. Intentaremaos obtener niveles de regularizacion de
estos niveles variables mediante |a ecudizacion de la varianza ddl objeto recongtruido.

57



IMPETOM |

6.5.1 Ecualizacion de la varianza
Para obtener una expresion cerrada de la estimacion, €egimos mantenernos en € esquema de

trabgjo de laregularizacién de Tikhonov pero con una el eccidn apropiada de W(q) de la
Ecuacion 6.3.

Wa) =|L( - a*), Ec. 6.22
Imponiendo g = 0 por razones de smplicidad,
W) =|La|,=(La)  (za) Ec. 6.23

DefinimosL'L =R
Wa)=q’Rq Ec. 6.24

Donde R es unamatriz semidefinida positiva; entonces € problema se convierte en encontrar R
gue cumpla con una condicidn de uniformizacion de lavarianza. Esta consste en ecudizar los

vaores de los dementos de ladiagona de lamatriz de covarianzade g, donde g esla
solucion regularizada

Buscamos una expresion parala covarianzade g apartir de la definicion de covarianza:
cov(@) = E|@- E@)) @- £@))’] Ec. 6.25

Dd capitulo 5 setiene que:
q=A4A"'Hz Ec. 6.26

sendo 4= H"H + R Yy zlasmedidasdevaltge.
S ahora agregamos ruido n de valor medio nulo:

El@)=4"H"E@+n)

Ec. 6.27
= A*H"E(q)
q- E(q):A'lHT(z+n- E(q)) Ec. 6.28
=A'Hn
Dado que E(2)=z
De ladefinicion de covarianza Ec. 6.25
— -1yyT “1pg7 |\
cov(q) = E|(4 1 7n)(4 TH )| e 620
= A'lHTH(A'l) E(nnT)
Definimos
r, = E(nnT)Z Var(n) Ec. 6.30
luego
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cov(a)=r, 4 H" H(4*)
oov(q)=r, (" H+R) H H(H H+R)* Ec. 6.31

Las n ecuaciones resultantes de esta expresion son insuficientes para determinar la ecuacion
gue esn x n. Pararesolver este problemaindeterminado usaremos la SVD de lamatriz H

H=USV" =4 us v/ Ec. 6.32
i=1

De modo que laEc. 6.17 se puede escribir de laforma:

q=(rs'sr’ +r)'vs'U’z Ec. 6.33

Definimaos ahoralas nuevas varidbles:

V] V]

a=V"q

V]

b=U"z

R=VDV" Ec.6.34

Ladeterminacion de R no es directa todavia. Como € comportamiento de W(q) esta controlado
en gran medida por los valores propios de R, restringimos € espacio de busquedade R d
subespacio de matrices que pueden ser diagonalizadas con la misma base de vectores propios
que lamatriz HH. Esto hace que lamatriz D seadiagond y smplifica las derivaciones
subsiguientes, usando las nuevas variables podemos escribir:

a=[0D+D)'Db Ec. 6.35
COVgéf.Q: r, (0D+D)'OD[DD+D]J* Ec. 6.36
g

Laecuacion 6.36 muestra que la covarianza de a es diagond. Ademas, debido aladefinicion
dev, se puede escribir

cov@&8=cor§ q=rcor §% Ec. 6.37
€ g e (7] € g

Esto muestra que es equivaente uniformizar lavarianzadea o de q.
Laredtriccion de uniformizacion de la varianza esta determinada por la siguiente relacion:

IS d

L=z Ec. 6.38
7"” (dii + dii)2

Donde s ;i y dii denotan los dementos de ladiagona de ST Sy de D, respectivamente. El

parédmetro c controlad nivel de la varianza de lareconstruccion.

C =
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6.5.2 Eleccion del parametro ¢

Seguin (6) existen bas camente dos métodos para la determinacion del parametro de
regularizacion c. Ellos son d método delacurval y d criterio de vaidacion cruzada (OCV:
Ordinary Cross Vaidation).

La primera de las técnicas provee una herramienta gréfica parala estimacion del parametro de
regularizacion, ya presentada mas arriba. Estatécnica s bien es gpropiada parala
regularizacion de Tikhonov no permite una adaptacion directa a esta forma de regularizacion
por uniformizacion, por lo que no fue utilizada

La segunda es una herramienta recomendada en la literatura de determinacion de ¢ para el
método de lavarianza

Paralaeeccion dd pardmetro ¢ se utilizo € criterio OCV (Ordinary Cross Vdidetion).

Criterio de validacion cruzada

El criterio de vaidacion cruzada se define de lasiguienteforma: seen y, y,, y©* las

representaciones ddl vector de medidas (de dimension m), su £ componente'y € vector
vy \y,, respectivamente. Para un valor dado del parametro de regularizacion, es posible cacular

laestimacion £ apartir de un vector de datosincompleto y©*, y predecir y, apartir de
9. Sea " d vaor predicho. El criterio OCV se define entonces a partir dela
minimizacion de lafundon s'guientec

Focy y7 a. (,V vy k)) Ec. 6.39

sobre e parametro l.
El criterio OCV puede ser visto como un criterio de error enla prediccion de los datos.

Implementacion

Cdcular ladiferencia y, - 7" requiere mucho tiempo de procesamiento porque involucra
muchas operaciones con matrices. Por cadacdculode " paral£k £m, s requiere la
inverson de lametriz H( owH +R,donde H _,, eslamariz H menossu k™ fila Como
deben ser determinados dos parametros, € tiempo de cdculo puede acanzar vaores

inaceptables. Para reducir & nimero de operaciones, laexpresion de x*) puede ser
replanteada como sigue, gracias d lema de inverson de matrices de Shermann-.Morrison:

g0 = (H H-s,s! +R) (HTy'Skyk)

= (A- Sksk) (HTy- Sm) Ec. 6.40
:?'1 A;—i’;/_llglfry 5o
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Donde 4 representalamatriznormal H'H + R,y s, esla k™ filade H . El error de

prediccion entonces tomalaforma:
oo = YT SkTA_lHTy

Ec. 6.41
e B 1- s; A%,
Sea P = HA *H" ; entonces
& &y, - sTA'lHTy('j2
Foop = & T
I Ec. 6.42

g al-HaH )y, O
=a é 1 T
k=1 - Pu [}
Donde p,, sonlosedementos diagondesde P .
De estaforma, € cadculo completo dd criterio OCV puede ser hecho con lainversién de una
solamatriz, es decir & cdculode 4™*. Con respecto a cdculo directo de las diferencias
v, - 79, d orden de magnitud del volumen de cdculo se divide por m. Este corresponde

goroximadamente a de unarecongtruccion lined y permanece menor a de unaiteracion en un
método de reconstruccion iterativo.

6.6 Principio de Picard

En problemas continuos (no discretos) la Condicidn de Picard establece pautas para determinar
S d problemaes*“ill posed’. El desarrollo forma de este tema para problemas continuos no se
abordara en este trabgjo.

Para problemas discretos “ill posed” tiene sentido establecer una condicion discretade Picard
delamaneraque sigue.

En problemas redes € término de z que corresponde a las observaciones sempre et
contaminado por varios tipos de errores, como por gemplo, errores de medida, errores de
aproximacion y errores de redondeo. De esa maneraz puede Sser escrito como:

z=z+te

Donde e representad término de error y z las observaciones libres de errores. Tanto z como
g representan € problema subyacente no perturbado, que obviamente es desconocido. Ahora,
S queremos calcular la solucion regularizada greg @ partir de las observaciones conocidas z, de

modo tal que Cteg goroxime la solucion exacta a entonces € criterio discreto de Picard
establece condiciones sobre € término exacto z .

6.6.1 La condicion discreta de Picard
L as observaciones no perturbadas z en un problema discreto “ill posed” con matriz de

regularizacion L, satisfacen la condicion discreta de Picard S los coeficientesqu” zcen
promedio decaen a cero més répidamente que los valores singulares s ;. Tomemos laformula
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6.20 e impongamos € igua a cero, de esta forma tendriamos lasolucion a problemasn
regularizar.

g=a%5 Ec. 6.43
i1 S

Donde  indicala cantidad de vaores sngulares a tomar. Esta formulacidn nos permite ver
claramente lainfluencia de los vaores singulares pequefios en la solucion. En presenciade
ruido vemos que ulT Z es poco probable que se anule, aunque z sea ortogona au, este producto

no se anula. Al tener vaores singulares muy pequefios hace que € cociente tome valores muy
grandes, que multiplican alos vectores singulares vi. De modo que la solucién incorpora
componentes muy grandes en las direcciones v;. Por o que dicha condicion nos muestra que tan
sengble d ruido serdn nuestras soluciones, s no se verificaralacondicion de Picard las
soluciones serian extremadamente sensibles a ruido.

Esta condicion asegura que la solucion a problema de minimos cuadrados g = 4" z no
perturbado no tiene una norma muy grande porque los coeficientes de la solucion exacta

|v/@] =|u]z/s | también decrecen. El criterio disoreto de Picard también asegura una solucion

fiscamente sgnificativad problema inverso subyacente, esto también asegura que la solucion
puede ser gproximada por una solucién regularizeda (sempre que pueda encontrarse aguiin
parédmetro de regularizacion).

En lafigura 14 se grafican los valores singulares en azul, los valores Iog|ufz| enverdey d

Iog|ufz/sl.| en rojo para cadavaor sngular. Se observa como erade esperar que los valores

singulares después dd vaor singular 104 no tienen sentido, ya que tenemos 104 medidas
independientes. VVemos por otra parte 1os ceros rojos que corresponden a cocientede u] z /s,
comienzan a despegarse un poco antes del vaor singular 50, debido a que en promedio

‘ul.T z ‘ >S .. Por lo que se podriatruncar hasta antes del 50 que es coherente con |os resultados
estudiados en € méodo de Truncamiento € capitulo 7.

62



IMPETOM |

Picard plot

90
' e AL M

Figura 14 Criterio de Picard para medidas redles

En las pruebas redizadas la condicion discreta de Piccard arroj6 resultados diversos. En
algunos casos la condicidn se mostré gpropiada para explicar los resultados de la
regularizacion. En esos casos con laregularizacion se lograron imégenes aceptables,
verificandose la condicion de Piccard. En otros casos se lograron reconstrucciones aceptables a
pesar de no verificarse dicha condicion. Como se puede observar enlafigura 15 con otro

conjunto de valores redles, todos los valoresde u; z/s, estén por encimade los valores

singulares, Sh embargo se obtuvieron imagenes aceptables.
Con esto se concluye que la condicion discreta de Piccard tiene una aplicacion limitada como
herramienta de estudio de la regularizacidn de problemas “ill-posed”.

Picard plot

| Sy
i
S « M‘Tbl
o MitUs H

x

Figura 15 Criterio de Picard para otro conjunto de medidas reales
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7 Implementacion del método de la Matriz
de Sensibilidad

7.1 Introduccion

En este capitulo se evduaran diferentes posibilidades para el cdculo de lamatriz de

sengbilidad. Se estudiardn distintas formas de cdculo de la matriz de sensibilidad usando
métodos analiticos de cdculo de los gradientes e introduciremos unaforma dterndiva parala
obtencidn de estos gradientes, megorando como se vera mas adelante e nimero de condicion de
lamatriz. También estudiaremos laincidenciadel tamafio de la grillaen los errores cometidos
para€el cdculo delos potencides en laresolucidon dd problemadirecto y seleccionaremos la
grillamas apropiada. Findlizando € capitulo con € andissdd problemadelainverson dela
meatriz y evaluacion de las digtintas formas de regularizacion.

7.2 Definicion de la Grilla

Parad cdculo delaMatriz F (ver ecuacion 5.26) es necesario dividir laregion de trabgjo en un
ndmero finito de dementos. Parad caso de dos dimensiones,  demento mas smple a utilizar
esd triangulo.

Figura 16 Grillas de 196, 584 y 1884 elementos
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En lafigura 16 se muestran algunas de las grillas utilizadas en nuestro estudio. La primerade
ellas es de 196 dementos, la segunda grillaesde 584 eementosy la lltima es de 1884
elementos. Asi también seredizaron estudios para grillas de 492, 1968, 4484 y 12704
elementos.

Seintentara evaluar € efecto de la discretizacion en la cdidad de laimagen recongtruida. Las
primeras dos grillas se eligieron por coincidir con muchos trabgjos en laliteraturay se
evauaron digtintas formas de disposicion de eementos en las grillas y su cantidad aln teniendo
en cuenta que seguin[12] se aumentael ma condicionamiento del problema. Con respecto ala
disposicion de los dementos, se tomaron casos como por gemplo € 1884 con unadistribucion
uniforme de los e ementos en todo & dominio y también con otros casos como d de 1968
elementos con una mayor densidad de elementos bajo |os dectrodos. Esto Ultimo intenta
vincular la disposicion de los dementos con la variacion que sufren los gradientes en las
cercanias de los eectrodos. Como se muestraen lasfiguras 17 y 18:

-

[=]

Figural7 Grilla492 dementos Figura 18 Grilla 1968 dementos

Dado que los coeficientes de la matriz de sensibilidad correspondiente alos el ementos ubicados
en e centro dela grilla son mas pequefios que los de la periferia, los dementos centrales son
maés grandes que los de la frontera, logrando asi aumentar la sensibilidad en la periferia, a costa
de menor resolucion.

Para generar estas grillas se adaptd & paguete EidorsDemo®, que contiene rutinas que permiten
generar grillas en Matlab. Descartamos otros paguetes como & QMG’ que también redizan
grillas para problemas de FEM por no ser tan especificas para nuestra aplicacion.

® Bl EidorsDemo es un paguete que contiene rutinas en Matlab y esta disponible en internet.
Fueredizado en en & Departamento de Fisica Aplicada dela Universidad de Kuopio
(Finlandia) por J. Kaipio en 1994y revisado en 1999 por M. Vauhkonen en su tesisde
posgrado. Este paguete contiene rutinas para resolver d método directo por medio de FEM y
rutinas que permiten resolver @ problemainverso utilizando € modelo completo dd dectrodo,
es decir considerando las impedancias de contacto entre los eectrodosy la pid, magnitud que
esmuy dificil de medir en cada experimento.

" QMG: paguete que permite generar grillas (meshes) para problemas de éemento finito, en
dosy tres dimensiones. Este paguete es de uso 'y distribucion libre.
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7.2.1 Estructuras de grilla

El EidorsDemo tiene un generador de grillas propio, que esté basado en dgoritmos de QMG.

Se generaron grillas a partir de los radios de los nodos y la cantidad de nodos en cada
circunferencia (definida para cada radio). Toda lainformacidn de la grilla se guarda en dos
varigbles

Lamatriz g, que contiene las coordenadas de |os nodos

Lamatriz H, que corresponde a lamatriz de conectividad. Matriz que relaciona cada
elemento con los nodos que lo definen.

Paralograr unameor eficienciaen  manego de estas variables se generan otras variables
estructuradas que contienen més informacidn, no solo las coordenadas de los nodos Siho

también la conectividad, 0 sea a qué nodos estan conectados y a qué el ementos pertenecen, para
esto s utilizala variable Nodo.

Otra variable estructurada es Elemento que tiene lainformacion de qué nodos lo definen, los
edementos adyacentesa d y 9 @ demento esta ubicado en la frontera.

7.3 Calculo del Gradiente de Voltaje en cada elemento

Unavez definidala grillay asignados |os e ectrodos a los nodos correspondientes sobre la
frontera, & sguiente paso es cacular |os gradientes de voltge dentro de cada elemento, parala
cua tenemos un paso intermedio que es € de cacular los potencides en los nodos de la grilla.

7.3.1 Calculo de los potenciales en los elementos

Asumiendo que tenemos un medio homogéneo (conductividad constante), del capitulo 111 se
cumple la ecuacion 3.7, llamada ecuacion de Laplace.

N?F =0 Ec. 7.1

La ecuacion de Laplace es més sencilla de resolver que la ecuacion de Poisson (Ec 3.11)
aungue su resolucion no es inmediata, para resolverla se hace necesario imponer hipétesis de
sSimetria segun ladireccion z normd a disco.

Existen dos métodos de hdlar una solucion Util para esta ecuacion, en € primero se resuelve
anditicamente y en € segundo es € resultado de una gproximacion utilizando un modelo més
sencillo del problema. Estudiaremos primero d método andlitico.

Observando la smetria que presenta d problemaen g se buscan soluciones de laforma:
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F(r,q) = g (Anr” cos(nqy) + Bnr"sen(nq)) Ec. 7.2

n=1

Aplicando las condiciones de borde:

_ para q,- Y £qEq, +94 Ec.7.3

Resolviendo la Ec. 1.2 utilizando Ec1.3 paraun disco deradio a espesor s:

2la § lag dg
F(ra)=—=——8§ &2 sen—Jcos(n(a- q))- coslna- @,))]  Ec.7.4
sSdp L n"eag €2ag
Donde F (r,q) esd voltgeen d punto deradio » y dhgulo g para unadistribucién de

conductividad isotropica homogeénea s, | esla corriente aplicada entre 2 €l ectrodos de ancho d
y dtos ubicados sobrelafronteradelaregiony en posicionangular g y o
respectivamente.

S se gplica esta ecuacion sobre cada nodo se puede calcular € potencia como lo muestrala
figura 19.

walts |

0.5

Figura 19 Potencia en los Nodos de la Grilla, a aplicar corriente por dos el ectrodos
adyacentes. Se obtuvo resolviendo € problema directo mediante FEM

El gradiente de voltaje NF  se puede determinar tanto diferenciando la ecuacion 7.4 respecto a
(r,d), 0 utilizando los voltges en los nodos para cdcular € vaor supuesto constante del
gradiente para cada el emento.
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Formula derivadas segin qy

Eu, =-&~9, Ec.7.5
Eu, =- 89 Ec. 7.6

Eu, =-&8~9 Ec. 7.7

A edtas ecuaciones s las sudtituye en lasiguiente;

S,=-  ONF NY av Ec. 7.8

y
j <M %elemento

enlacua nos queda:

s (r,a)= J(E EY Ju, e, + (EIEY o, >4, ) v Ec.7.9
I par deinyeccion de corriente

M: par de medida de voltgje

Como se menciono anteriormente hay un método dternativo para cacular los voltges en los
nodos. Dadas dos cargas puntuales en la ubicacion de los electrodos de corriente, con cargas Q°
y Q’, delas ecuaciones conocidas para una carga puntua se tiene que:

F(r)=—=¢~- =% Ec.7.10

Donde r esladiganciad punto en cuestion alacarga, y ro ladistanciadela cargaalaposcion

de referencia
S ahora se considera un dipolo de cargas Q" y Q" tomando ladistanciaa punto de referencia
como infinito, la ecuacion queda:

=—0g%—- —x Ec. 7.11

Donder; y r; son las distancias desde e punto de estudio alas cargas Q" y Q respectivamente.
Para un medio homogéneo, isotrépico y para un semiplano infinito, € potencia debido a
inyeccion y drengje de corriente | en dos puntos muy cercanos entre S €s.
0
F(r)= 3?- 13
2pgr, 1, 1]
Sendor laresgividad en d semiplano conductor, en los dectrodos @ voltge se cacula como:

F(r)=—L Ec. 7.13

2pa

Ec. 7.12
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Donde a esladistancia entre |os el ectrodos.
Del estudio de ambos métodos surgen |os siguientes resultados:

1. Seobservo quelasformas de voltges son smilares|o que modtrarialavadidez dela
goroximacion redlizadad usar e método de los dipolos (ver figura 20).

2. Ladistribucion delosvoltges en € interior delaregidn decrece més rdpidamente a
medida que nos e amos de |os e ectrodos de inyeccidn parael método de los dipolos
gue para€ anditico.

3. El méodo de los dipolos es menos costoso en términos computacionaes

Luego de los estudios redizados se escogié € método anditico dado que es una solucion
exactad problema]15], teniendo en cuenta que @ calculo de los potencides se rediza fuera de
linea, de modo que € aumento en € tiempo de caculo no seria un problema segiin [13].

01 T T

¥

0.0a -.I- i+ dipolie | il
0.08

0.07 - Ll

Paotancial
o o
=3 =1
o @

=
(=]
py

0.0
0.0z

otk ' ; ¥ | a

1 = - . & — - v olfS )
o 2 4 [} a 10 12 14 15
Elactrodes

Figura20 Caculo dd potencid usando: o-sumatoria, *-modelo de dipolos

Lafigura 20 muestrala distribucion de potenciales en los dectrodos cal culada con los dos
métodos mencionados.

Calculo de los potenciales con la formulacion analitica
En este cdculo e utilizala ecuacion 7.4, que es una sumainfinita de términos que convergen a
cero en valor absoluto. La pregunta que surge es cuantos términos hay que tomar en la

sumatoria para tener una buena aproximacion d vaor red.

Para hacer una.evauacion de la cantidad de términos necesarios de la sumatoria nombrada
arriba estudiaremos € cdculo de los voltgjes en la frontera dado un medio uniforme. Se digié
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hacer este estudio solamente en |os voltges de la frontera porque su estudio en todo & dominio
involucraria demasiado tiempo de caculo; por otra parte la zona con gradientes mayores es la
frontera donde se encuentran |os e ectrodos de corrientes mientras que en € interior los
gradientes son més suaves. Ademas en los voltges en la frontera se los puede vincular mas
fécilmente con d error en |os datos para de esa manera poder acotar 1os errores de cdculo de
manera gque sean despreciables respecto alos errores de medida

Parad cdculo dd potencia segun laecuacion 7.4 seimplement6 un dgoritmo iterativo que
sumaralos términos hasta que d valor asoluto de éstos fueramenor que cierta tolerancia dada.
Paralaestimacion dd error de truncamiento de la serie asumiremos que € ltimo vaor
obtenido en laiteracion con latoleranciamés bga es d exacto.

En lasguiente gréfica se puede apreciar d vaor de laestimacion dd error rdaivo en €

cdculo dd potencid de frontera contra  logaritmo del vaor utilizado de tolerancia

Ermor raleften ve ioerancia

5 g 7 N B
Drden de b lsranca

Figura2l Error relativo en e caculo dd potencid

Conclusion

En esta gréfica se observa, como era de esperarse, que € error es monétono decreciente para
los valores de tolerancia empleados. Esto indica que para dichos valores todaviano se
encuentran problemas de inestabilidad numérica debido ala capacidad limitada de la méguina
en larepresentacion de nimeros redles.

Surge ahora e problema de eegir los valores de tolerancia aemplear paralos caculos
definitivos. No existe forma cerrada de evaluar € error cometido a truncar la serie. Teniendo
en cuentael parrafo anterior y que con |as tolerancias usadas en los ensayos que se redlizan en
€l subcapitulo 7.3.2 mostraremos se obtienen resultados satisfactorios para tolerancias del
orden 10°°, adoptaremos ese valor; por otra parte se deben considerar que los tiempos de
cd culos empleados se incrementan consi derablemente para tolerancias menores, aunque este
argumento no es critico pues este cdculo se efectlia fuera de linea
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7.3.2 Construccion de la Matriz de Sensibilidad

Para congtruir la Matriz de sensibilidad S se deben considerar todas |as combinaciones de pares
de dectrodos de inyeccion de corriente con pares de medidas dg voltge.

Para cada combinacion se debe evauar d producto escalar de N, (gradiente de voltgie
generado por una.inyeccion de corriente en d par de ectrodo de corriente) y NY,,, (gradiente
de voltgje generado por unainyeccion de corriente en € par de eectrodos de medida de
voltge).

Los coeficientes de laMatriz de Senghilidad se caculan con laférmula 5.24:

S,=-  ONF,NY,av Ec.7.14

y
je”.moelemento
Donde i serefierea la**™* combinacion de “ electrodos de inyeccion de corriente — medida de
voltge' y j d ;" demento.

Laintegra se reduce aunasmple multiplicacion por € volumen de cada e emento dado que
gradiente de voltgje en cada e emento es considerado congtante; Sin embargo es posible hacer
un refinamiento de la grilla paradisminuir € error de discretizacion en @ clculo de eta
integra. De hecho esto fue implementado con una rutina que sucesvamente subdivide
dominio de integracion en eementos menores. Esta rutina obviamente megorala precison a
costa de un mayor tiempo de caculo.

Unavez obtenidalametriz S, se obtiene:

F=G'S Ec. 7.15

Donde G es unamatriz diagond; los términos de la diagond de G corresponden alos voltges
de lafronteramedidos parad caso de una conductividad uniforme.

En este momento ya se estaria en condiciones de pasar ainvertir lamatriz F paraasi poder
continuar con larecongtruccidn de las imégenes. Sin embargo no se ha definido alin qué grilla
de las mencionadas anteriormente serialamas apropiada. En laliteratura no se encuentra una
formarigurosa para esta eeccion, por [0 que se opt6 por utilizar |os Siguientes criterios:

1.  Minimizar € error rdativo entre los voltges de frontera (g,) obtenidos a partir
delasumadelasfilasde S contrad g, calculado utilizando la ecuacion 7.14.

2.  El tamafio delagrillay congguientemente € delamatriz S debe ser mangable
en tiempos de procesamiento apropiados.

En € primer criterio los voltg es sobre la frontera se pueden obtener anditicamente aplicando la
formula7.4. Existen dos maneras de cacular los g,, :

a) El vector gu se calculacomo |las diferencias entre os voltgjes de |os e ectrodos de medida
b) Utilizando lamatriz S para cdcular los g, mediante laformula 5.17

gu = Cu (\jQF uNYudv
w
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En estaférmulalaintegracion es sobre todalaregon W, en términos matriciaes corresponde a
la sumatoria de todos los coeficientes de una filade la Matriz de Sensibilidad.

El hecho de que laregion de trabgjo W se divida en un nimero finito de e ementos y que se
asumaque € vaor de los gradientes de potencid en estos eementos es congtante, genera
errores en @ cdculo delosg,. Particularmente se generan mas errores en |os el ementos
periféricos ya que cerca de | os e ectrodos que inyectan corriente existen atos vaores de
gradiente de voltge, de hecho paratratar de diminar estos errores es que las grillas més finas se
construyeron con mas dementos en la frontera.

Comparar estos dos métodos de caculo deg, (cdculando lanormade ladiferenciaentre los
resultados de ambos), puede servir como un buen indicador de la cdidad de lagrilladegida,
segln Metherhdll [12].

En lafigura22 se muestrad error relativo delosvaloresde g, caculadoscone métodoa) y d
método b), para unainyeccion de corriente, utilizando una grilla de 196 e ementosy variando

d refinamiento parad calculo de los dementos de lamatriz S (22(a) sin refinamiento, 22(b) un
refinamiento y 22(c) dos refinamientos)

error - 0.2410 error: 0.1154 emor; 0.06840
2 . 1.5 ' 0.6 . .
# : : *
| ¢ ) +
A r
E -ii ﬁ IH : H @ Ill zu r" %’\* 5 &\ ¥
: ! W
i [ S Jifj .................... i Ot * e e o ¥ ............... i 0t *ﬁ/
Y 4 / :
2 5 10 15 0% 5 10 15 02 5 10
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Figura 22 Error relativo de gu (Grillade 196 eementos (@) Sin refinamiento,(b) un refinamiento
y (c) dos refinamientos)®

Para esta grilla en particular se nota que a medida que serefinaen € cdculo delos potenciaes
lanormadd error disminuye, algo que concordaria con |o dicho anteriormente, mientras mas
elementos menor es €l error.

8 Se utilizd distinta escala para poder apreciar las pequefias variaciones
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Enlasfiguras 23y 24 se muestran Smilares resultados paralas grillas de 584 y 1968
elementos.

error : 0.070254 error © 0.043555

04

emor : 0.064818

o
5 10 15 0 s 10 15 ‘o 5 10 15
(a)  medida (b) medida (¢}  medida
Figura 23 Error relativo de gu (Grillade 584 dementos (a) Sin refinamiento,(b) un refinamiento
y (C) dos refinamientos)

error ; 0.030126
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Figura 24 Error relativo de gu (Grillade 1968 dementos (a) sin refinamiento,(b) un
refinamiento y (C) dos refinamientos)

Observando lasfiguras 22, 23y 24 se nota que ad aumentar € refinamiento las gréficas de error
paralastres grillas tienden a suavizarse, convergiendo a unaforma que eslamismaparalas
tres. Esaformade“U” essmilar aladistribucion de potencid g, ; se podriaexplicar por €
hecho de que en los extremos |os valores de | os gradientes son més altos por encontrarse cerca
de los eectrodos de inyeccion de corriente y es dli donde la aproximacion que se redizo para
e cdculo de los gradientes es peor®.

¥ Para obsarvar este fenémeno se tuvo que utilizar distintas escalas en las gréficas
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En & proceso de refinamiento se mejoralaintegracion en € dominio por o que € error
disminuye. Lagrillade 196 dementas, en d primer refinamiento pasaa ser unagrillade 784
eementos Smilar alagrillade 584 dementos Sin refinar dando errores smilares. El Sguiente
refinamiento parala grilla de 196 dementos se trata de una particion del dominio en 3136
elementos, sn embargo d error de esta grillay lade 9344 dementos son del mismo orden, no
notédndose una mejoraimportante en relacion ala cantidad de elementos. En este sentido se
hicieron ensayos con grillas de diferentes tamafios dando resultados smilares en los vaores del
error con respecto a gu. Entre ellas se ensayaron las grillas utilizedas por € paguete

EidorsDemo (492 y sucesivos refinamientos) para dos refinamientos con resultados Smilares a
los que se mostraron.

Comparacion de efrores segun grillas
0.25 T r T T T T T
T 196 :
'!
02 |
|
'|
||
[
045
|
5 | 196 (1)
1 [
| A,
(/) f R BN
| II. I'\"
|F:' 3 3 196 (2) 1968 (1) 584 (2)
posk 284 i o i
\ 584 ()
1068
I:I L 1 ] 1 1 1 1 1 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 G000 7000 2000 2000 10000

numerg de elementos

Figura 25 Comparacion de errores segun la cantidad de elementos de cada grilla utilizada, entre

paréntesis seindicae nimero de refinamientos
En Resumen

En este trabgjo se estudiaron tres grillas de digtintos origenes, las cudes serefinaron y
obtuvieron grillas con mayor cantidad de dementos, obteniéndose |as siguientes conclusiones.

Primero, que d aumentar d nimero de dementos ya seaen lamismagrillade origen o en los

subsguientes refinamientos parameorar € resultado de laintegracion, € error respecto d gu
disminuye.
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Segundo, a partir de cierta cantidad de ementas, por més que e refine no se tiene una ventgja
sgnificativaen ladisminucion del error comparado con la cantidad de elementos necesarios
paradisminuirlo en formasustancia, obteniendo € mismo orden de error en lastres grillas con
dos refinamientos. El estudio del porqué de esta cota para € error quedaria fuera de nuestro
estudio pues los errores obtenidos son o suficientemente pequefios. Sin embargo se puede
conjeturar que la cota proviene de la parte del &rea que queda fueradelagrilla, o seapor la
goroximacion de lapropiagrillaalaregion circular.

S suponemos que @ gu caculado anditico es € objetivo allegar, y € cadculado atravésdela
matriz S, es gu + e donde e lo consideramos como un ruido de discretizacion se tendria una
relacion sefia aruido de 65 dB, valor satisfactorio para nuestros calculos.

Congderando lo expuesto arriba decidimos utilizar la grilla de 1968 e ementos por ser laque
arroj6 mejor resultado en cuanto d error parag,,.

7.4 Inversion de la Matriz de Sensibilidad Normalizada

Para poder generar imégenes de conductividad normalizadas es necesario invertir la matriz F.
Desafortunadamente, F serdunamatriz ma condicionada d igud que S por lo que sera
necesario regularizarla.

Unatécnicamuy potente de regularizacion e inversion de matrices ma condicionadas es e
Método de Descompaosicion en Vaores Singulares de una matriz (SVD), que ya fue presentado
en d capitulo anterior.

LaSVD de unameatriz nos revelainformacion muy Util relacionada alanaturdezadd md
condicionamiento en € caso delaEIT y nos daun indicador del nivel de regularizacion
necesario.

Dado un sstema de ecuaciones linedles expresado en formamatricid:

Ax=b Ec. 7.16

donde A4™" (m esd nimero defilasy n € nimero de columnas, n 3 m)

En términos de minimaos cuadrados, la solucion a este Sstema es encontrar € vector x que
minimice la suma de los cuadrados:

b~ 44 Ec. 7.17

S este sstema es no-singular, un Gnico vector x verificardlaecuacion 7.17, laseudo inversa 4™’
delamatriz A estara dada por la ecuacion:

A =(ara)ta Ec.7.18

S € problemaes no-singular pero ma condicionado, (A’ .A) serasngular y exigirdn infinitos
vectoresx que minimicen 7.17
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Para ello es que recurrimos atécnicas de SVD como método para modificar € rango (y por 1o
tanto d ma condicionamiento de la Matriz) y findmente obtener la inversa por minimos
cuadrados de la matriz.

El rango r de unamatriz se define como & nimero de valores singulares no nulos en su
descomposicidn; por lo tanto una matriz de rango completo tendrar vaores singulares.

El NUmero de Condicion k de unamatriz se define como € cociente entre € mayor valor
singular y d menor. En lasguiente tabla se muestran los nimeros de condicion paralas
matrices de trabgjo:

Numero de condicion de la matriz S
cantidad elementos planos derivadas
196 9.6638E+17 | 2.5449E+35
492 1.3009E+17 ] 2.9102E+34
1968 1.1849e+17 | 2.7320E+34

Tabla 2 NUmeros de condicion de S

Respecto alo observado en esta tabla corresponde hacer las siguientes apreciaciones. El
numero de condicion de lamatriz S depende fuertemente del método de calculo delos
potencides. El método de laférmula andlitica de cdculo de los gradientes arroja nimeros de
condicién mucho mayores, para una misma grilla, que d método de interpolacion lined. Esta
observacion nos lleva a descartar € primer método afavor del segundo. Por otra parte no se
observan variaciones mayores en € niimero de condicidn ante variaciones en la cantidad de
elementos de la grilla, constatandose este resultado para los dos métodos estudiados. Esto
contradice |as afirmaciones redlizadas por Tang Meng Xing [12].

Para unamatriz de rango no completo los vaores singulares decreceran fuertemente para
vaores mayores que un determinado vaor singular. Los vaores singulares generdmente no se
reducen d valor cero, debido aque d ruido numérico se introduce durante los céculos de AA
y A'A,

7.4.1 Matriz Pseudo-Inversa

De la ecuacion 6.4 se puede cdcular lainversa de la siguiente forma
S-l :(USVt)-lz(Vt)-ls-lU-l :VS-lUt EC_ 7.19

Por |o tanto para una matriz no singular y bien condicionada su inversa se puede cacular
mediante laférmula

St=rsu’ Ec. 7.20

Lainversadelamatriz diagond S se obtiene reemplazando |os dementos de la diagonal por
usinversos.
End caso delaEIT laMatriz Stiene las Sguientes caracteridticas:
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esunamatriz mal condicionaday varios de sus vaores singulares son muy pequefios
es unamatriz singular por lo tanto los vaores singulares cuya posicion sobrepasa
vaor del rango no tienen sentido (aunque por e punto anterior No sean nulos).

Parad caso de matrices singulares los vaores singulares sin sentido se excluyen en d cdculo
delainversa, es unaformade regularizar llamada Pseudo Inversa o Inversade laMatriz
Generdizada.

107 |
10 |
10 |
|
10* | |
|

10° |

10"}

10}

10}

Figura 26 Vdores sngulares de lamatriz de Sensbilidad
Lamatriz Pseudoinversa se cdcula de la Sguiente forma

ST =Vs'uU’ Ec.7.21

donde S* eslaminima solucion por minimos cuedrados de lainversade Sy los elementos de
ladiagona de O™ se caculan de lasiguiente forma

i1 .
N b si iEr
S ii = | S,‘,‘ EC 722
to si i>r

En los casos de matrices mal condicionadas, lainclusién de vaores singulares pequefios en la
inversién genera problemas en la obtencidn de una solucion estable. Esto sedebeaqued
menor valor sngular estd asociado con la medida peor condicionada del vector de medidas.
Dado que las medidas inevitablemente contienen ruido, |os vaores inversos correspondientes
en O' serén dtosy amplificarén d ruido y lasolucion se empeorard. Debido a esto es necesario
agun tipo de regularizacion de los va ores singulares pequefios para las matrices md
condicionadas.
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7.4.2 Regularizacion

Una de | as técnicas més sencillas pararegularizar € problemaconsste en utilizar un méodo
amilar alaSVD; este método es mostrado en la ecuacion 7.22, donde los vaores singulares
pequefios son excluidos para e cdculo de la matriz inversa e igualados a cero.

Esta técnica es conocida como SVD Truncada (TSVD), y puede ser considerada como una
operacion de filtrado en la cud |os coeficientes ddl filtro son cerosy unos.

10 20 a0
SR e

40 a0 ]

0 a0 a0
Wi e T
d '.' a ;ﬂ i"‘z § ;ﬁ' Iaﬁ‘;
s i s
- t_’ ;
=3 2 e

Figura 27 Recongtrucciones regularizadas mediante la TSVD tomando diferentes niveles de
truncamiento.

De las 208 medidas redlizadas 104 son independientes (n* (n-3)/2 con n=16) por lo que tenemos
104 vaores singulares no nulos. Lo que muestra la figura 27 son reconstrucciones donde se
disminuye de diez en diez d nive de truncamiento (los vaores Sngulares no nulos aumentan
desde 10 a 90). Es decir, en la primera vifieta se muestra la reconstruccion con los primeros
diez vadores sngulares digintos de ceros. En lagguiente veinte, asi sucesivamente.

En cuanto d niimero de vaores singulares truncados, existe un compromiso entre la precision
de laimagen obteniday la posibilidad de lograr una reconstruccion aceptable evitando & mal
condicionamiento. Dado un conjunto de datos, existe un maximo de valores sngulares que
pueden ser incluidos en la recongtruccion como se muestraen lafigura 27, mas ala de ese
numero la reconstruccién no es posible, obteniéndose imégenes completamente ruidosas. A
medida que se disminuye la cantidad de vaores sngulares incluidos @ problema se torna
menos ma condicionadoy  se logran imagenes aceptables; sn embargo no setiene una
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estimacion razonable de cuanta informacion se pierde con € truncamiento. Ademés existe una
region en @ conjunto de los vaores de truncamiento en la que no se notan cambios en la
reconstruccién de laimagen, podemas observarlo en las reconstrucciones entre 40 y 50 valores
sngularesno nulos. S se Sigue aumentando € truncamiento laimagen comienza a uavizarse
hasta que los objetos a reconstruir se hacen irreconocibles.

En las evaluaciones de este método redlizadas, se intentaron reconstruir medidas redles de
fantomas obtenidas en internet, cons stentes en tres disconti nuidades sobre una base de
conductividad homogénea. Hay que resdtar que para diferentes conjuntos de medidas € nivel
de truncamiento éptimo es diferente.

En visa de eso concluimos que € nivel de truncamiento necesario es muy dependiente de los
datos medidos. Al no encontrar un método no supervisado gpropiado para estaformade
reconstruccion optamas por abandonarlo. Por otra parte este método fue utilizado por Eyuboglu
[15] sin obtener resultados précticos satisfactorios.

Otro método que se estudié sin obtener buenos resultados fue @ método de regularizacion de la
varianza. Como se explicaen d capitulo anterior este algoritmo trata de ecudizar todos los
vaores de covarianza. Esta técnica tiene unaimportante desventaja que impone una
regularizacion muy fuerte suavizando las figuras en forma muy visible, 1o que le hace perder
contraste en lasimégenes. Esto debido a que lamatriz D toma vaores demasiado grandes
comparados con los vaores singulares, seglin € agoritmo mostrado arriba para su caculo.

El método paraeegir € pardmetro de regularizacién empleado (OCV) no dio buenos
resultados. Dependiendo de los datos de entrada este método encontré un minimo en agunos
casosy no en otros. Ademés, en |os casos en que si se encontrd un minimo, e pardmetro de
regularizacion resultante se dio con vaores demasiado grandes comparados con los vaores
sngulares ddl problema, en lafigura 28 se muestralafuncion de OCV con un minimo en 4.5
para€ caso de larecongtruccion de lafigura 29. En esta figura se puede observar una

vang 104

Focy

o

Figura 28 Gré&fica de funcion de OCV Fgura 29 Recongtruccion

reconstruccion hecha con este método, es claralano homogeneidad en la zona central asi como
en las zonas que rodean alas discontinuidades. AS mismo se ve € poco contraste en las
fronteras de las zonas no homogéneas, mencionado anteriormente. La principa ventga de ete
método es su inmunidad frente d ruido, como ya se explicod anteriormente € objetivo de este
meétodo es uniformizar la varianza de |os valores de conductividad en toda la region de
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recongtruccion. Para verificar esta caracteristica se Smul agregarle ruido Gaussiano con valor
medio cero, con una SNR dd orden de 90 db. Para esto se utilizd € mismo conjunto de
medidas redles utilizadas de la figura 29, agregéndole ruido y haciendo de esaforma 100
conjuntos diferentes™®. A partir de estos conjuntos se hallaron las respectivas conductividades y
secadculdy graficd los vaores de la varianza para cada uno de los e ementos como se muestra
enlafigura 30.

Figura 30 Varianza de los pixeles para 100 reconstrucciones utilizando € método de la
Vaianza
Es darala uniformidad de la varianza en todala region, con agunas discontinuidades en la
zonacentral como era de esperar por la técnica de inyectar |as corrientes.

Por ultimo la técnica de Regularizacion que mejor se adapto a nuestras necesidades fue la
llamada Regularizacion de Tikhonov. Dando resultados aceptables paralas digtintas pruebas
gue e hicieron, € mecanismo automético de eleccion del parametro de regularizacion utilizado
se mogtré efectivo en la gran mayoria de las pruebas. En este aspecto esta técnica aventgjo alas
dos anteriores dado que se mostré mucho mas robusta, aunque una desventgja que tiene es su
pocainmunidad a ruido como se verd mas addante.

10 Notar que las medidas reales ya tienen ruido que es desconocido
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Figura 31 Gréfico dd criterio dela Figura 32 Recongtruccion utilizando €
cuva L método de Tikhonov

En lasfiguras 31 y 32 muestran € proceso de reconstruccion parael conjunto de medidas.
Primero se encuentra d vértice de lacurva L que en este caso dio un valor de
regularizacion de 0.0279. Lafigura 32 muestra la reconstruccion para dicho vaor, a
diferencia de los otros métodos se muestra la zona homogénea bien uniformey asi como las
discontinuidades bien digtinguibles y ddimitadas. En lafigura 33 se puede apreciar con
claridad la reconstruccién como asi también € ripple que se formaen lazonade los
electrodos:

0
i
g 10

T 05

Figura 33 Recongtruccion vistaen 3D luego de laregularizacion de Tikhonov

Enlo que serefiere d ruido esta técnica se muestra mas vulnerable, ya que a diferenciade
lavarianzad adgoritmo de regularizar no cuenta con informacion de ruido. Mientras que €
agoritmo de lavarianzartrata de controlar € nivel de ruido para cada pixel, € parametro de
Tikhonov tiene menos efectos en los pixeles individuaes como |o muestralafigura 34.
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Figura 34 Varianza en cada pixd para 100 reconstrucciones utilizando € método de
Tikhonov

Es de notar la poca uniformidad en la varianza para cada pixel en laFigura 34. Haciendo un
estudio més exhaustivo nos muestra que |as varianzas de cada pixel son mayores para
Tikhonov que parad méodo de lavarianza. Por |o que para este método es necesario
precision en las medidas.

Conclusiones

Unavez estudiados los tres métodos se opto por laregularizacion de Tikhonov digiendo €
pardmetro de regularizacion mediante d criterio de lacurva L ya que es un méodo no
supervisado que dio muy buenos resultados con las medidas redes con que contébamos.

S bien d método de la varianza también es no supervisado con muy buena inmunidad
frente d ruido, pero impone una regularizacién muy fuerte que hace que se pierda contraste
amplificando las discontinuidades en relacion d areaorigind.

7.5 Obtencion de datos de prueba

Paradesarrollar y verificar nuestros métodos de reconstruccion de imégenes es necesario
contar con datos de medidas de voltges. Estos datos fueron obtenidos de dos formas, una
de dlas através de smulaciones hechas en Matlab y la otra a través de medidas reales
obtenidas en internet.. Es de resdtar la gran dificultad para obtener estos conjuntos de datos
dado lo reciente del tema; todavia no hay bases de datos disponibles.

Pararedizar las Smulaciones se utilizaron rutinas de resolucion del problema directo por
medio dd método de dementos finitos (FEM, Finite Elements Method). Por medio de estas
smulaciones se lograron conjuntos de voltagjes gptos parala validacion de los métodos de
recongtruccion implementados.

Con las medidas reales se pudo obtener una eva uacion més cercanaalaimplementacion
find, teniendo en cuenta, SN embargo que esta evaluacion se vio restringida por la poca
informacidn disponible, en capitulo 10 se hara un andis's més detdlado de las didtintas
reconstrucciones comparandolas con | os restantes métodos de reconstruccion andizados.
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8 Implementacion del método de
retroproyeccion

8.1 Introduccion

En € presente capitulo se describe laimplementacion de un dgoritmo de reconstruccion de
distribucion de conductividades relativas mediante la utilizacion del método de
retroproyeccion (del inglés “ backprojection”).

8.2 El método de retroproyeccion

El método retroproyeccion congiste en proyectar sobre lineas equipotenciaeslas
perturbaciones en las diferencias de potencid medidas, respecto a diferencias de potencial
correspondientes a una conductividad uniforme. Estas Ultimas diferencias de potencia
pueden ser medidas o cal culadas.

Se utilizan diferencias de potencid medidas entre e ectrodos adyacentes generadas por un
par de dectrodos utilizados como inyectores de corriente. En la précticaen lugar de medir
los voltgjes sobre |os eectrodos es mas Util medir las diferencias de voltgjes entre pares de
€l ectrodos adyacentes como una estimacion del gradiente de voltgje sobre lafronterade la
region [6]. Medir las diferencias de voltgje no solo que es més fé&cil que redizar las medidas
absolutas Sino que ademés |as medidas de gradientes son | os datos necesarios ddl dgoritmo
de reconstruccion.

En lafigura 35 se muestra un perfil de la diferencia de voltges sobre lafronterade la

region arecongtruir para una configuracion de 32 eectrodos.

En lugar de graficar € vaor del gradiente sobre |a frontera se grafico su logaritmo.
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Figura 35 pefil dd logaritmo de gradientes de voltge en lafrontera

Se considera
g,(@) medidasded gradiente de potencial sobre unafronteracircular parauna
distribucion de conductividades uniforme. Se gproximan por las
diferencias de voltge medidas entre electrodos
g, (@) medidasdd gradiente de potencid sobre lamisma frontera parauna

distribucion de conductividades no uniforme pero isotrépica. Vaed
mismo comentario que arriba.

Estos perfiles de gradiente de potencial sobre |a frontera son diferentes. Retroproyectar
g,, () sgnificaencontrar ladistribucion mas smple de la propiedad medida (en este caso
la conductividad) que pueda describir las medidas observadas.

En lafigura 36 se muestran las equipotenciaes generadas por € par de electrodos de
inyeccion de corriente de lafigura 35 para una distribucién smple de conductividad. Como

semostro en € capitulo 5.4 g, (5) difierede g, (5) debido fundamentamente alas
perturbaciones en la conductividad en |os puntos que se encuentran entre las
equipotenciaes que findizan en los eectrodos 5 y 6.

Figura 36 equipotenciaes generadas por € primer par de inyeccion de corrientes
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Dicha variacion se puede expresar como:

w variacion de la conductividad o de forma equivaente

g.(9
N2z 10 (5)- 1 logaritmica de la conductividad
mﬂ n(g,(5) - In(g,(5) variacion logaritmicade la conductivi

En lafigura 37 se puede gpreciar d perfil delas variaciones de potencia sobre lafrontera
de laregidn en cuestion @ cua se puede retroproyectar alo largo de las equipotenciaes.

L as equipotenciaes mostradas en la figura 36 fueron cd culadas para una conductividad
uniforme, se asume en € método que dado que las variaciones son muy pequefias las
equipotenciales no cambiaran sustancia mente su forma.

Por lo que g,, sepuede expresar dela Sguiente manera:

gn1:gp+gu EC.8.1
por lo tanto:
Ing = ;— In(1+ —) Ec.8.2

parael casoque g, << g,

In(1+ Ery, Er _8n- 84
gll gu gu

Ec.8.3

En otras paabras |a perturbacion normaizada del gradiente de voltgje es retroproyectada
para obtener unaimagen retroproyectada de la perturbacion logaritmicaen la
conductividad.

Figura 37 perfil de variaciones de potencia sobre la frontera normaizado

En lafigura 38 s2 muestran |os cambios en las medidas de voltgjes sobre la superficie para
cada una de las 16 posiciones de inyeccion de corriente.
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Figura 38 Retroproyeccidn de las medidas de voltgje sobre la superficie para cada unade
las 16 inyecciones de corriente

A todos los pixeles (elementos) ubicados en laregion definida por 2 equipotenciaes
adyacentes sele asgnad vaor correspondiente d cambio de potencia correspondiente:
R(n)- En v Ec. 8.4

u

Este procedimiento lleva a definir mascaras asociadas a cada par de € ectrodos de medida
para cada una de |as posiciones de inyeccidn de corriente. Dada una posicion de la
inyeccion de corriente y un par de eectrodos de medida, € conjunto de pixeles que
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pertenecen ala region comprendida entre las equipotenciaes que pasan por los e ectrodos
de medida definen la méscara asociada

Se puede observar que € méximo cambio en las medidas del potencid en la superficie
ocurre paralaregion definida por |as equipotenciaes que contienen la perturbacion de la
conductividad (color mas oscuro en lafigura 38).

L as restantes medidas también se ven afectadas por |a perturbacidn 'y también contribuiran
alaimagen find.

Laimagen se formamediante la superposicién de cada una de las 16 proyecciones en una
solaimagen. Dichaimagen se caracteriza por ser borrosay contener manchas o
desperfectos |os cuales se pueden filtrar posteriormente ala reconstruccion o filtrar los
datos previamente (filtered back- projection).

Laexpreson matematicadel procedimiento de retroproyeccion através de las
equipotenciaes explicado arriba eslasiguiente, en [17] se puede ver un desarrollo
matemético para esta formula a partir de la formulacion planteada en 5.4

N 7 ~
1, ?gmik B guikl,J

R(n)=—8 & T, (n)e G Ec.8.5
i=1 k=1 & 8uUy 1]

donde:

R(n)  eslaperturbacidn logaritmicaen la conductividad recongtruidaen € eemento n de

lagrilla

k=1..N define los pares de e ectrodos de medidas de voltge

i= 1.M define los pares de e ectrodos de inyeccion de corriente

gmix esladiferenciade potencid medidasobre d & " par de electrodos
cuando inyecto corriente por € par de eectrodos deinyeccion de
corriente.

Suljk esladiferenciade potencid medida sobred & " par de electrodos

cuando inyecto corriente por i par de €ectrodos de inyeccion de
corriente, para una distribucién homogeénea de conductividad.

T,(x,y)=1 9 d punto (x, y) del plano de laimagen pertenece alaregion
delimitada por las equipotenciaes que terminan sobre los el ectrodos
pertenecientes a Kesimo par de eectrodos de medida cuando seinyecta
corriente por € lesmo par de electrodos de corriente.

T,(x,y)=0 s d punto (x, y) dd plano de laimagen no pertenece alaregion
delimitada por las equipotenciales que terminan sobre los el ectrodos
pertenecientes d Kesimo par de el ectrodos de medida cuando seinyecta
corriente por € iesimo par de eectrodos de corriente.

El conjunto de valores T, representa la mascara asociada ala medida definida por la
posicion de inyeccion de corriente i y la posicion de medida k.

Estas méscaras fueron cal culadas previamente y dmacenadas en una matriz de tamafio
(MxN)x(nimero de pixeles); esa matriz tiene unos en |os e ementos pertenecientes ala
regién entre equipotenciales y ceros en los eementos fuera de ella, parala medida dada por
e indice de lafiladelamatriz. De esa maneralaimplementacion find del dgoritmo fue:
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MN égm, - gu, U

1
Rn)=exp—3 T
(n) IOMa in 8

u
=1 & &Y 0

W) exp(- R(n)
. ()

Ec. 8.6

Donde las 208 medidas se referenciaron mediante un Unico indice.

A continuacion se muestra un g emplo de recongtruccion utilizando nuestra implementacion
del método de retroproyeccion:

i I 15.3
' ~ 8
iqu

Figura 39 Reconstruccién para datos generados con fantomas usando € método de
retroproyeccion

8.3 Definicion de la grilla

Parala eleccion dela grilla se utilizaron los mismos criterios empleados en € caso de
método de la matriz de sensbilidad. ESto tiene la ventgja de hacer més sencillas las
evaluaciones de | as pruebas comparativas de los digtintos métodos. Esto severaen d
capitulo 10.

8.4 Cilculo del potencial en los elementos de la Grilla

El cdculo de las mascaras hizo necesario @ caculo de las distribuciones de potencid
absoluto para las diferentes medidas, con conductividad uniforme, con € objeto de
discriminar la pertenencia de cada pixel alaregion definida por |os eectrodos de medida
apropiados.

Edte cdculo fue redizado mediante € méodo anditico (método de la sumatoria) y también
mediante é méodo de e ementos finitos, arrojando ambos métodos resultados equivalentes.
En laimplementacion fina se utilizaron los potenciaes derivados del método andiitico.
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8.5 Determinacion de las mascaras

La determinacion de las méscaras asociadas a cada inyeccion implica hdlar, para cada pixd
delaimagen, € par de equipotencides entre las que queda comprendido (ver figura 36).
Pararedizar esa determinacion parad pixe k, se hdlad minimo de la expreson

D*(j)= [Uk) - Ua()]” +[U (k) - Ub()]* Ec.8.7

sendo U(K) d potencid absoluto del pixd k, Ua(j) y Ub(j) son los potenciales absolutos

en |os eectrodos que forman € par j, j indexa dichos pares de eectrodos.

El vdor de j que minimiza esa expreson asegura que la equipotencid que pasa por d pixe
k queda comprendida entre |as equipotencia es que pasan por |os eectrodos ddl par j.

En lafigura 40 se muestrala méscara asociada a las medidas redlizadas inyectando
corriente por € primer par de electrodos.

Figura 40 Méscara correspondiente alainyeccion por € primer par de eectrodos
8.6 Filtrado

En la gran mayoria de | os trabgjos revisados sobre este método de reconstruccion se
menciona la necesidad de agregar un filtrado adiciond ala meraretroproyeccion de los
voltgesen lafrontera[6, 16 y 17]. Edaidea proviene de agoritmo de reconstruccién
empleado en tomografia computada, en € que se emplea esencia mente un filtrado
pasabajos con laidea de diminar artefactos™.

11 D inglés “artifacts’
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En E.I.T. se emplea ampliamente este mismo concepto de filtrado; sn embargo, a revisar
la poca bibliografia encontrada a respecto se concluye que no existe una Unica manerade
implementar dicho filtrado, encontrandose diferencias en los desarrollos empleados.

Segun [6] laidea que subyace detrés dd filtrado es uniformizar la distribucion angular de
retroproyecciones en cada pixel de laimagen, en d méodo de Retroproyeccion la
retroproyeccion serediza alo largo de equipotenciaes que atraviesan laregion y que son
curvas como lo muedtrala figura 40, Asociado a cada pixel de laimagen hay unadireccion
de retroproyeccion, identificada mediante la direccion de la equipotencia apropiada que
pasa por ese punto. Hay N retroproyecciones a través de cada pixel delaimageny es
importante gpreciar que la distribucion angular de esas retroproyecciones no es uniforme.
Por gemplo, como todas |as equipotenciales son normales ala periferia, en aquellos pixees
cercanos alafronteralas equipotencides presentaran unamayor densidad en ladireccion
cercanaalanorma alafrontera. S no selogra uniformizar esta densdad angular se
obtienen imégenes con artefactos.

Se muestraen lafigura 42 una reconstruccion llevada a cabo implementando laidea
anterior parad filtrado y la comparacion con d agoritmo de reconstruccion no filtrado
(figura 4l):

Pl 3
" ‘ ,

ek

L] el L]

.k
15 10 -2 L] % 1 15 15 10 -2 L] % 1 15

Figura41 Recongruccion sin utilizer filtro Figura 42 Recongtruccion utilizando filtro

En lafigura 42 no se observan mejoras sgnificativas respecto d dgoritmo de
retroproyeccién sin filtrado. En particular, persisten artefactos en las cercanias de la
periferiade laimagen. Se observaunameoraen € centro de laimagen donde la
reconstruccion de laizquierda parece ser mas suave. Otra pruebas con distribuciones no
homogéneas en la zona centrd mosgtraron que este filtro empeoro laresolucidn de laimagen
en lazonacentra de laimagen, por otra parte se observé que dos perturbaciones muy
cercanas e hacen menos digtinguibles por 1o que se decidié no utilizarlo en laDEMO
IMPETOM I.

Otraformade encarar laimplementacidn defiltros eslasguiente. Dado que la
reconstruccion mediante retroproyeccion tiene una resolucion variable segin laposicion
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(ver capitulo 5.4), € filtro de restauracion debe tener en cuenta esta dependencia con la
posicion.

El agoritmo de reconstruccion puede ser visto de la Siguiente forma:

c, = EBg, Ec. 8.8

donde E es una representacion empiricadd filtro de restauracion y B eslaexpresion
matricia delaecuacion (1.5). Mediante € filtro E se quiere atacar € problemade la
resolucion variable de este agoritmo.

Suponiendo la existencia dd vector de datos transformados g, que conduciriaauna
imagen libre del problema de la dependencia espacia

c,=Bg,’ Ec. 8.9
delaecuacion 4.6.8 (g, = Fc, ) obtenemos.

g, =FBg, ' Ec. 8.10
por lo tanto:

g '=(FB)'g, Ec.8.11
En redidad esta transformacion aplicada alos datos se transforma en € siguiente filtro:
c, = B(FB) ‘g, Ec.8.12

La etapa de filtrado en d método “filtered back-projection” se efectlia sobre las medidas
previamente a la reconstruccion. No es necesariala utilizacion del filtro empirico, que se
aplicaba después de la reconstruccion.

En los trabgjos revisados se observaron mejoras significativas en laresolucion de laimagen
comparandola con los métodos de filtrado existentes, aunque también se observé la
introduccion de artefactos.

Un problema asociado alaimplementacion efectiva de este método de filtrado esel ma
condicionamiento de lamatriz FB. Se intentd atacar este problema usando la
descomposicion en valores singulares de esa matriz. Esto permitio suprimir los vaores
singulares no significativos de lamisma manera que se hizo en laimplementacion del
dgoritmo de lamatriz de senghbilidad.

o Suke s o

1a 11}

Figura43 Variacion delos vaores singulares de lamatriz de filtrado FB

En lafigura43 se muestrala variacion de los vaores singulares de lamatriz FB.
Claramente, la evolucidn de los mismos tiene una caida abrupta a partir dd valor 104, lo
gue era de esperarse para un sistema de medidas adyacente de dieciséis dectrodos. El rango
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de lamatriz, entonces, es 104, igua d niimero de medidas independientes, segin €
teorema de reciprocidad.

Surge entonces la necesdad de implementar un truncamiento en d cantidad de valores
singulares utilizados Smilar alaredizada parad méodo de lamatriz de sensibilidad.

A continuacién se muestran agunas reconstrucciones con diferentes niveles de
truncamiento, para.los mismos datos de medidas reales usados en las figuras 41 y 42:

1098 22 valorm unguiane

N, »%
€Ce H a

Figura 44 20 valores singulares Figura45 25 vaores singulares

4,

Fgura 46 40 vaores sngulares Figura47 60 vaores sngulares
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Figura48 80 vaores sngulares Fgura49 104 vdores sngulares

En lasfiguras anteriores es posible observar |a fuerte dependencia de la reconstruccion
frente ala cantidad de vaores sngulares utilizada en lamisma. Se obtienen resultados
smilares alas obtenidas con € método de lamatriz de sensibilidad. Con pocos vaores
sgngulares laimagen se deforma. Con una cantidad intermedia se obtienen |os resultados
maés aceptables. Finamente con muchos vaores singulares se encuentra cada vez més
inestabilidad hasta que esimposible obtener unaimagen Util.

En las imégenes aceptabl es conseguidas mediante este filtrado se observa una calidad
inferior repecto a aquellas obtenidas mediante & agoritmo de reconstruccion de
retroproyeccion basico. Este hecho sumado a de la necesidad de supervision para encontrar
el nimero Gptimo de valores singulares a tener en cuenta hicieron que descart&ramos este
método de filtrado.
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9 Implementacion de Newton Raphson

Con laimplementacion de este método lo que se intenté fue hdlar la solucion ala ecuacion
V = h(r) queesno lined através de un método no lineal como lo es € método de Newton
Raphson. La actudizacion del vector de conductividades es parte centrd de este algoritmo
por |o que haremos una especia descripcidn del procedimiento empleado, paraluego
explicar directamente laimplementacion.

9.1 Resolucion del problema directo

El paso dos dd agoritmo implicalaresolucion del problema directo, o searesolver la
ecuacion:

N.(sNF)=0 Ec.9.1
Parahdlar € campo de potenciaes se recurrié d Méodo de Elementos Finitos (Finite
Element Method), existen otras técnicas paralaresolucion de este problema por g emplo:
Método de Elementos en la Frontera (Boundary Element Method) esta técnica usadaen la

resolucion del problema directo se la puede encontrar en [24], pero debido alacomplgidad
deloscdculoslaprimeratécnicaeslaméasusada[3y 21].

En & apéndice B se puede leer parte de lateoria de esta técnica asi como gemplos
sencillos.

9.2 Modelado del Electrodo

Pararesolver @ problema directo necesitamos modelar € comportamiento fisico de los
electrodos para de esaforma llegar aformulacién més real en las condiciones de frontera
Actualmente hay cuatro modelos de electrodos gplicablesalaEIT.
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9.2.1 Modelo continuo

Este es unaidealizacion de | os dectrodos donde se especifican los patrones de inyeccion de
corriente pero no se identifican el ectrodos discretos. Se asume que la corriente inyectada es
una funcion continua del &hgulo que determina el punto de inyeccion sobre la periferia

J &)= Ccos(kx) Ec. 9.2

Dondej eslacorriente inyectaday C una constante. Con datos experimentales se havisto
gue este model o sobrestima las resistividades mas de un 25%. Esto es porque € efecto de
los eectrodos esignorado totalmente [3 y 21].

9.2.2 Modelo Gap

Este modelo asume que la corriente j inyectada es.

L e =121
lei| Ec.9.3

i
LT
J =i
10 x1 IW/U} e,
donde |¢/| es el &readd |-ésmo dectrodo, /; esla corriente inyectada por ese electrodoy L
€l nimero de eectrodos. Este méodo como e anterior también sobre estimalaresistividad

en d dominio porque ignoran € efecto de ‘shunting’ de los eectrodos. Es decir, d meta de
los electrodos presenta una resistencia bgja para el camino de la corriente [21].

9.2.3 Modelo Shunt

Este modelo toma en cuenta € efecto del pasgje de corriente por |os el ectrodos, tomando €
potencia en € eectrodo constante. Por 1o que la condicidn de borde dada por la Ec. 9.3
puede ser escrita:

& :—”ds= I, x1e,l=12..L Ec.04
) v
u=U, x1 e,l[=12..L Ec. 9.5

Donde U; esd voltgies medido en € I-ésimo eectrodo.La desventga principa de este
modelo radica de no reproducir los voltges redles ala precison que se los puede medir y
esta discrepancia aumenta'y empeora la performance dd modelo a aumentar € nimero de
electrodos, inclusive peor que € modelo de Gap para 16 eectrodos [21].
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9.2.4 Modelo completo del Electrodo

Este modelo toma en cuenta € efecto de pasgje en € dectrodo asi como también la
impedancia de contacto entre @ eectrodo y lapid. El modelo condste en las sguientes
condiciones de frontera

u+zs U xi e, l=12..L Ec. 9.6
v
fu )
5 Mas=1, xie,l=12..L Ec.9.7
O w
s _0 xi qw/ULe, Ec.9.8
v

Donde z eslaimpedancia efectiva de contacto entre  I-ésmo electrodo de contacto y la
pid.

En nuestraimplementacion utilizamos € moddo Gap. S bien @ modelo de eectrodo
completo aparece como @ que mas se aproximaa problemared, involucra parametros
desconocidos y dificiles de medir como los son las impedancias de contacto. Ante la
imposihilidad de obtener va ores para esos pardmetros optamos por eegir € modelo Gap
por tener unaformamas sencilla para ser caculada dados | os tiempos en que nos habiamos
propuesto & estudio del método de elemento finito y su implementacion2.

Otracondicion aimponer sobre los eectrodos son las condiciones de Kirchoff en las
corrientes:

L
al=o0 Ec. 9.9

=1

E imponer que un voltge de referencia para preservar laestabilidad y unicidad de la
solucion:

L
U =0 Ec. 9.10

=1

Por lo que d modelo completo del problema queda seguin las siguientes ecuaciones.

N.sNu)=0 Ec.9.11
L e 1=12.0

i- .'|€/| Ec. 9.12
%O xT IW/U/ e,

éL =0 Ec.9.13

=1

12 Ver capitulo 12 ‘ Tiempos y Costos
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U =0 Ec.9.14

1

T Qo

Para encontrar ladistribucion de resistividad, es decir resolver d problemainverso,
problema directo debe ser resudto para el mode o fisico escogido. En casos smples como
por ejemplo geometrias circulares con distribucion de conductividad homogénes, se pueden
encontrar soluciones anditicas para e problema directo. Ejemplo de esto fue nuestra
implementacion del método de recongtruccion de lamatriz de sengbilidad. Sin embargo en
lamayoria de las Situaciones reales este no es @ caso 'y por |0 tanto se debe recurrir a
métodos numéricos que puedan afrontar lano linedlidad del problema

El método de dementos finitos es un método apropiado para resolver ecuaciones en
derivadas parciaes con geometrias complgasy condiciones de fronterano triviaes.

9.3 Formulacion variacional

El procedimiento en d FEM comienza con laformulacion variaciona (de Gaerkin) de
problema, también denominada formulacion débil [24].

Parallegar a esta formulacion se parte de la expresion:

V[N x(sNu)]=0 Ec.9.15

Siendo v unafuncion escdar arbitrariadd dominio U, suficientemente diferenciable.
Desarrollando la ecuacion anterior sellegaa

V[N x(sNu)] = N (vsNu) - sNuxqv Ec. 9.16
Integrando en laregion U:

VN xsRu)lds = N (vsRu)- gsNu Ry Ec. 9.17

w

Aplicando laEc. 0.15:

asNuxNv = gN(vsNu) Ec.9.18

Mediante € teorema de la divergenciade Gauss se llega a

@sNuxNvds = ¢ys (Nu xi)dl Ec. 9.19

w

Donde 7 € vector norma sdiente alafrontera. Laexpresion s (N u xi) es proporciona ala
densidad lined de corriente que atraviesa la periferia de laregion, que es nulafuerade los
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electrodos, por lo que laintegra en € lado derecho de la ecuacion anterior sereduce ala
integral sobre |os eectrodos:

L
asNuxNvds = § gvs (Nuxn)dl Ec.9.20

w I=1

i

. ] . . 1
Asumiendo aqui las hipotessdd modelogap, enque j =sNu =—, [=12....L sllega
el
findmente alaformulacion variaciona buscada

L
o Ll
arNuNvds = § —- ¢ydl Ec.9.21

=1 €,

La representacion continua del problema ala que se llega se transforma en unaformulacion
discreta usando & método de dementos finitos. En FEM d dominio UT R es
primeramente dividido en pequefios € ementos que en nuestro caso son tridngulos, aunque
cabe mencionar que también se pueden emplear € ementos de geometrias mas complejas
como rectangul os 0 hexagonos.

La gproximacion finitau' de la solucién u(x) en & subespacio de dimensién finita Q"
(donde Q es & subespacio generado por |as funciones bases™) puede ser escritaen la

forma
N

u" =8 aj, Ec.9.22

i=1
Dondej , =j .(x) son funciones base del subespacio Q" , N eslacantidad de nodos en la
grillay los a, son los codficientes a determinar. En nuestro trabajo usamos funciones
linedles atrozos. Las funciones baselinedles j , toman e vaor 1end nodoi y cero enlos

otros nodos como lo muestra la figura 50

13 Ver referencia apéndice B
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Figura 50 Funcién base asociadaa nodo i

Retomando la formulacion variaciond de laecuacion 0.22 y redizando las sudtituciones
N

u=8aj,yv=j,,9endoj , lafuncién base asociadaaun nodo arbitrario i, se obtiene:

i=1

N L
s a akNijNjids:éI—lc‘jfdl Ec.9.23
w k=l =1 €,
Reordenando :
8 C e o I .
aa,@sNi,Nj,ds=3 —¢g ,d Ec.9.24
k=1 W =1 €,

Definimos lamatriz de rigidez'* dd sstema A1 R™ (ver Apéndice B) como
Ai, j) = gysNi , =N ,ds , e vector de pardmetros a = [a,,...a,]" T R y d vector de

L
. 1 ..
corrientes /T R™ como /(j)= § —~ ¢ ,dl, conlo que sellegaalaexpresion:
1=1€;
Aa =1 Ec. 9.25
Este sstema de ecuaciones una vez resuelto conduce ala solucion del problemadirecto a
través del vector de pardmetrosa .

En lo que sigue se describiralaimplementacion ddl cdculo de los términos de lamatriz del
sgemay dd término independiente 7.

9.3.1 Calculo de la matriz del sistema

14 Dd inglés stiffness
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Pararedizar € cdculo delostérminos A(7, j) = gysNj , xNj ;ds seprocedio aintegrar en

cada eemento de la grilla por separado, utilizando la uniformidad de la conductividad en
cada demento:

M

asNi Nj ds=84 s, Ni, =Nj ;ds Ec.9.26
w e=1 w,

Siendo M la cantidad de d ementos de lagrilla Ue € dominio de integracion
correspondiente a cada e emento.

De estaforma, € cdculo delamatriz ddl Sstema se separaen € cdculo delamatriz de
integrales cruzadas de |as funciones base seguida de una multiplicacion por  vector de
conductividades. Como se veramas adelante d implementar métodos iterativos de
resolucién del problema directo, en que se debe resolver e problema directo en cada
iteracion, la separacion mencionada tiene la ventga de que @ cdculo delamatriz de
integrales de | as funciones base puede redizarse fuera de lineay guardarse, mgjorando €
tiempo de resolucion.

El cdculo de edtas integrales se reduce grandemente d considerar que solo seran no nulos
aquellos términos que involucren a nodos idénticos o adyacentes. Para pares de nodos mas
distantes | os soportes de | as funciones base correspondientes no se solapan y laintegracion
da cero. Con las estructuras de grilla utilizadas fue posible discriminar esta Situacion para
cada par de nodosy asi detenerse solamente en |os necesarios, 1o que redujo notablemente
e tiempo de cdculo.

Losvaores Nj , en cadaeemento se cacularon facilmente mediante interpolacion por
tres puntos'y posterior diferenciacion smbdlica, aprovechando lalinedidad atrozos de las
funciones base utilizadas. Se arribd a una férmula directa en funcion de las coordenadas de
los tres nodos involucrados.

9.3.2 Cilculo del término independiente I

Debe considerarse que los términos de este vector solo seran no nulos paralos indices
correspondientes a nodos que pertenezcan alos eectrodos. Para nodos fuerade los
electrodos, € soporte de la funcion base asociaday € dominio de integracion no se
solgpan, sendo nulo € término correspondiente en € vector |.

De esaforma
il
: —l(j .dl  si nodoil e,

I)=1¢. Ec.9.27
% 0 enotro caso

Con las estructuras usadas se pudo discriminar entre estos dos casos, limitando € cdculo
delaintegra solo alos nodos en que d resultado fuera no nulo, evitando calculos
innecesarios.
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9.3.3 Eleccion del potencial de referencia

Previamente a la resolucién fue necesario reducir en uno la dimenson dd sstema, debido a
gue es necesario definir un potencid de referencia. Se tomo d nodo centrd delagrilla
como d punto de potencid cero. Eliminando lafila correspondientey € términoen e
vectora d ssema s llevadimensones

(N-1)x(N-1)

9.3.4 Resolucion de Aa =1

Findmente, paralaresolucion de sstema de ecuaciones se utilizo la funcion nativa de
Matlab, ya que lamismaes eficiente y € sstema no presenta problemas de ma
condicionamiento que hagan necesario escoger otros agoritmos. También se utilizd la
descomposicion de Cholesky paradisminuir € tiempo de cdculo como lo sugieren [3y 9]
pero dado lo pequefio del sstemano meoraen forma significativa d tiempo de caculo.
En lafigura 51 se muestra la distribucion de potencid obtenida d resolver dicha ecuacion
parala primerainyeccion de corriente en un medio homogéneo.

LR}
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Figura51 Distribucidn de potenciaes para unainyeccion de corriente en un medio
homogéneo obtenida resolviendo la ecuacion 25

9.3.5 Resolucion del problema inverso

El método de Newton Rahpson es @ més popular de los métodos iterativos parala
resolucion ddl problemade la reconstruccion en EIT, con matrices de peso o de
regularizacion este método ha demostrado su utilidad [18, 19, 2, 9y 20]. En d capitulo 4.3
se describe € marco tedrico que sustenta d método llegando a una ecuacion parala
conductividad. El dgoritmo de Newton Raphson consta de |os Siguientes pasos.
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Obtener una aproximacion inicid parala distribucion de resistividaesr *
Actudizar € vector de resistividadesr **/

Actudizar lamétriz dd sgema

Actudizar d Jacobiano

Obtener la siguiente gproximacion para las resistividades

aghrhowbdPE

Donde:

et e e e ) e Y e - v Ec.9.28
Siendo /2’ & Jacobiano del sistema.

9.4 Calculo del Jacobiano

El Jacobiano se puede expresar de la Siguiente manera:

S Ll
¢l ry iry +
ol wis
c ir, ry =«
J:g ﬂ};K i ﬂhK: Ec. 9.29

1 1
K T
c . t. . =
o Ik . Wy
g firy ﬂrN;

Donde € supraindice refiere alaposicion del par de eectrodos de corriente y @ subindice a
laposicion del par de eectrodos de medida. De esa manera se obtienes perturbaciones de
cada medida respecto a vector de resistividades, describiendo |os cambios en los voltgjes
medidos en |os e ectrodos debido a pequefios cambios en la resistividad de los € ementos.

Una posible forma de cacular los elementos deJ es perturbar |as resstividades de sus
elementos unaalavez y cdcular é cambio correspondiente en € voltge de cada eectrodo.
Esto debe ser hecho para cada uno de los patrones de los patrones de inyeccion de
corriente. Sin embargo, esto bastante en tiempo de cdculo dado que € problema directo
debe ser resuelto para cada perturbacion en laresistividad.

Existen dos métodos aternativos para cacular € Jacobiano, d primero es e denominado
método estandar 'y d segundo esd llamado método de la sensibilidad 0 método del
teorema de compensacion.
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9.4.1 Método estandar

A partir de la ecuacion que se obtuvo en la discretizacion en dementosfinitos 4da = 74, 1a
enésima columna del Jacobiano puede ser obtenida como:

-1
b _9l4) Ec. 9.30
ir, ir,,
El lado derecho de la ecuacion anterior se puede expandir como:
-1

fir, fir,, fir,
En esta ecuacion laderivada 14/ 1r , puede ser calculada como:
m:-%q Rj K| Ec. 9.32

r, r, =

D, ese elemento con respecto d que la derivada es calculada. Como la ecuacion 9.19

contiene la derivada con respecto a todos |os voltagjes medidos, |a parte que corresponde a
los voltgjes adyacentes alos € ectrodos de corriente debe ser extraida

9.4.2 Método de la sensibilidad

Este méodo esta basado en € teorema de Geselowitz (ver Apéndice A) y fue @ usado en
nuestros programas. Con este método se evitad caculo de lainversade lamatriz A.
Partiendo de la expresion de Gesdlowitz se obtiene que a derivar respecto a o:

k
T & Nu, Nu, Ec. 9.33
Is,
Ademas se tiene que por laregla de la cadena:
Th'  ThS Ts,
. Ts, qr,

Ahora como lardacion entre la conductividad y laresigtividad es:

s=1 Ec.9.34
r
Entonces.
I, L1 Ec.9.35
ir,, r

Por |o que se desprende de las ecuaciones 7y 9:
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hk
T L R, Ec.9.36

2
1Trn rn

Donde u; y u; son las distribuciones de potencid cuando se inyecta corriente por € par k y
Sse mide por € par |.

Recordando la ecuacion (()):

N
u, = § aj, Ec. 9.37
i=1
N
_ o k-
u, =4 ajj,

i=1
Donde los subindices| y k en u indicalainyeccion de corriente por d par | y k
respectivamente. Sugtituyendo esta expresion de potencid en la ecuacion 9.10 nos queda:

N . N 2
~ ~ . e, 0 .&& (0]
N, Nu ds = PNCA ajj ,=NcA a/j, =ds
D

b, €i=1 g €=l 7]
N N
=3 § a/a; @Ni, =Nj ,ds Ec.9.38
i=1 j=1 D,
= (él)TAgradék

Siendo Agrad(i, j) = Vi ; Ni ,ds . Estamairiz solo necesita ser evaluada unavez, de

hecho ademés ya fue utilizada en la resolucion del problema directo. La actudizacion del
Jacobiano entonces se redliza mediante la actuaizacion de los vectores a en cadaiteracion,
gue provienen de laresolucion de problema directo mediante FEM.

9.5 Métodos de Regularizacion

En € capitulo VII nosreferimos a tema paralainverson de lamatriz de sensibilided.

Donde setratd € método de regularizacion de Tikhonov y  método del L-curve parala
eleccion del parametro de regularizacion, con NewtonRaphson también se hara uso de esas
herramientas con € agregado de unaformamas general pero solo se la estudiara pues como
se desarrollara después, tiene sus desventgjas frente d primero.

Delaférmula6.3

el e O e e O e - v Ec. 9.39
Donde:
or (e O eI e O W - hGe ) Ec. 9.40

Parasmplificar notacion definimos J,= Ay '(r ") en e paso k, donde que unavez quitadas las
columnas correspondientes a los electrodos de corrientes asi como |os adyacentes queda
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Nvl(l 3) i , i , i
J1 como se menciono anteriormente N es @ nimero de eementos de lagrilla, /

nimero de eectrodosy V los voltgjes calculados, por |0 que la ecuacion queda de laforma:
=TI I, - V) Ec. 9.41

Egta formulacion ya es conocida por nosotros, fue vistaen @ capitulo de Regularizacion'y
es laresultante de la formulacion en minimaos cuadrados:

J.or“ =W, V,) Ec. 9.42

Como se puede gpreciar estaformulaes smilar alaformula 6. 2 dado que J es unamatriz
mal condicionada, con un ndimero de condicion de 8.0194 x 10™ utilizando & método de
Tikhonov pararegularizar para este tipo de problemas queda (ver formula 6.18):

:(JkTJk-"IZ])»lJT(Vo' Vk) Ec. 9.43

Estaforma de regularizar d método de Newtor+ Raphson, es también conocida como
regularizacion de Levenberg Marquardt. En[19y 2] se sugiere d uso delamatriz
identidad parala regularizacion, utilizando un coeficiente congtante de regularizacion.
Mientras que [18] sugiere € uso del operador derivada en las hipétesis de suavidad en la
distribucion de conductividades, de esta forma se lograria unamejor regularizacion en la
zona homogénea. Para estaformase deberia utilizar la descompaosicion generdlzadaen
vaores singulares de (J, L) paralaeeccion del coeficiente de regularizacion, que como
vimos en capitulo 6 se descartd por su compleidad.

Ante ladisyuntiva de cud método utilizar se pusieron a prueba ambas formas de
regularizacion. Parad método de Levenberg-Marquardt modificamos € dgoritmo
recalculando @ coeficiente de regularizacion, | , después de cada actualizacion del
Jacobiano utilizando € criterio de lacurva L, obteniendo una buena performance en las
reconstrucciones, con la desventgja de que se aumenta el tiempo de cdculo. No obstante se
hizo uso de este operador derivada para regularizar, teniendo presente que la obtencion del
coeficiente de regularizacion estaria a cargo dd usuario.

9.5.1 Regularizacion con operador derivada

Comenzaremos un desarrollo de Newton-Raphson més generd que d visto en la formula
4.8 agregandole un término de regularizacion:

e(r)= ||VO- h(r )||2+I ||L(r - r01|2 Ec.9.44

Minimizando dicho error respecto ala conductividad ¢ obtenemos:
e(r)=-[n ()] [Vy- hr )]+ L"L(r - 1) Ec. 9.45

DefinimosL"'L=W

15 ver formula 6.42, capitulo 6
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. e R\
e(r) =) H(r)]- @ g - i, (), (e Yt W Ec. 9.46
ej=1 a
Usando laformula 4.11:
e'(r)»e(r)+e'(r*)or Ec.9.47

Recordando que Dr = r - r * y sudtituyendo y despreciando d término sumatoria:

(o) = - [0 G N o - hG v - o)+ (e S (e )] +1 w)or #*) Ec.9.48

Igualando a cero esta expresion, nos da gque e tiene un minimo en:

1
Mg =Tt ([h'(r k)]T[hl(r k)]+| W) [[hl(r k)]T(VO - h(r k)) | W(r kT o)] Ec. 9.49
Esta férmula es conocida como método de Gauss- Newton regul arizado.

9.5.2 Construccion de la matriz L

Como se menciono anteriormente la eleccion de esta matriz tiene que ver con € operador
derivada. Y se congruye de la siguiente manera:

L =[0...080...-1...-1...-1...,0] Ec. 9.50

1

Donde € subindicei esta asociado aun eemento, € término i de lafilaasociada d
eemento vde 3y -1 en los indices asociados alos dementos adyacentes d .

Corsircclon de & matnz L

nads advacente |

L fi=e
1
noadc |
Lii=3
nfda acyncents | -~
AL -1 L nos adyacante k

L k=1

Figura 52 Congtruccion de lamatriz L
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Con esaeleccion paralamatriz L, € término |£(r - r )|, representaunagoroximacion de

lavariacion media de la digtribucién c. De esa manera se intenta minimizar también dicha
variacion con lo que aparece aca la hipttesis de suavidad en la conductividad.

9.5.3 Utilizacion del Método de Levenberg- Marquardt (Tikhonov)
De la ecuacion 9.43 tenemos.
o = (1, +1 1) T (V- ) Ec. 951

Enlaque seintrodujo la actualizacion de parametro de regularizacion en cada paso
utilizando d criterio delacurvaL. Aplicando € teorema de la descomposicion en vaores
gngulares d Jacobiano.

Jy=U,a, VkT Ec. 9.52
Sustituyendo en 9.52

-1
pcf =V, (aTa +121) & U Vy-V,) Ec. 9.53

Por lo que la distribucién de conductividadesen d paso k+1 es.
+ o o -1 o
=t v@la,120) 8, U (V- 1) Ec. 9.54

Este método a smple vista parece mas smple que € de Gauss-Newton pero tiene la ventgja
de que la€eeccidn dd coeficiente es no supervisado.
En lo que sigue se mogtrardn agunos resultados utilizando este método:

9.6 Reconstrucciones

En las 9guientes figuras se muestran distintas reconstrucciones hechas con los dos métodos
de regularizacién empleados, como ya se menciond, d coeficiente de regularizacion | fue
elegido en forma automética mediante la curva L para Tikhonov, y en formamanud parala
regularizacion con € operador derivada.

Primeramente se presentamoas | as reconstrucciones a partir de smulaciones con una sola
discontinuidad sobre un fondo homogeéneo:
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ot
Doisirite o e poniativiciind @ Shval =

i o
L]
Ili-

Fi-

Figura 53 Disgtribucidn de conductividades smulada

En las sguientes figuras se comparan los resultados en 2D paralas dostécnicasy luego en

3D:
Figura 54 Regularizacion de Thikonov Figura 55 Regularizacion Operador
Derivada
Figura 56 Regularizacion de Thikonov Figura 57 Regularizacion Derivada 3D

3D

Seguidamente se presentan resultados para dos discontinuidades:
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Figura 58 Disgtribucidn de conductividades smulada

e
l._.

Fgura 59 Regularizacion de Thikonov Figura 60 Regularizacion Operador
Derivada

Figura 61 Regularizacion de Thikonov Figura 62 Regularizacion Derivada 3D
3D
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Reconstrucciones hechas con ambas formas de regularizacion con medidas reales sobre un
famtomas:

Figura 63 Datos redles regularizados con Figura 64 Datos redes regularizados con
lacurvalL lametriz R

H
°
S
Z
o
S

V-V I, + I #1al,

@
3

g | \

1 15 2 2.5 35 4.5 1 15 2 25 3 35 45
eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee

Figura 65 Residuo Tikhonov Figura 66 Residuo Operador Derivada

Son notorias las diferencias entre los dos métodos con respecto alos cambios en lafuncion
de costo d pasar de laprimeraala segundaiteracion. En e méodo de Tikhonov se produce
una caida abrupta en d vaor de esta funcion en la segunda iteracion, mientras que en €
método de |la derivada esta caida ocurre en la terceraiteracion.

Teniendo en cuenta que lamayor parte de la aproximacion ala solucion find se produce
debido a esas caidas, que ocurren en las primeras iteraciones, muchos estudios aprovechan
este hecho y truncan d dgoritmo en las primeras iteraciones, bgjando asi d tiempo de
cdculo [NOSER].

Debido ala suposicioninicid de conductividad uniforme la primera iteracion de estos
agoritmos se acercaa concepto de reconstruccion mediante la matriz de sensibilidad.
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10 Evaluacion de los Métodos de
Reconstruccion mediante conjuntos de
datos estandares

En & presente capitulo nos enfocaremas en la eva uacion cuantitativa de los digtintos
algoritmos de reconstruccion estudiados.

Dado que laEIT tiene un comportamiento no lined y dependiente de la ubicacion espacid,
es comun encontrar en la bibliografia eval uaciones de los distintos méodos basadas en
conjuntos de medidas estandares, debido a que no es posible aplicar |os métodos de
evauacion usuaes a problemas linedles. En nuestro trabgj o nos basaremos en un estudio que
intenta estandarizar 1os métodos de evaluacion asi como los conjuntos de datos empleados
en esas evaluaciones [22].

Se evauaron tres técnicas de reconstruccion; Retroproyeccion, Matriz de Sensibilidad y
Newton Raphson.

10.1 Simulacion de medidas

Para evauar |os méodos de reconstruccion se utilizaron medidas Smuladas y también
medidas redles, con estas Ultimas se redlizaron eval uaciones cuditativas.

Para smular medidas se construyeron rutinas en Matlab que nos permitieron sdeccionar una
digtribucion de conductividad, paraluego cacular las diferencias de potencia medidas entre
pares de dectrodos de la misma forma que se hariaen un Sstemared.

Larutinaresueve € problema directo mediante e método de dementos finitos (ver capitulo
9) asumiendo & modelo “gap”.

Se obtuvieron los conjuntos de datos S mulados utilizados en las evad uaciones utilizando €
Método de Elementos Finitos sobre una grilla de 1968 e ementos triangulares con 1049
nodos.
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10.2 Estudio de linealidad

Para estudiar d comportamiento de laEIT respecto alalinedidad se estudié €
comportamiento de los diferentes méodos de reconstruccion frente a una perturbacion
smple en ladistribucion de conductividad, para varios vaores de amplitud de dicha
perturbacion.

Se compararon laamplitud ddl pico de la perturbacion en la distribucion de conductividad
recongruida frente a vaor de laamplitud dd pico de la distribucion de conductividad
origind.

Como se mostrara en las figuras siguientes, los vaores de pico de conductividad en las
reconstrucciones saturan amedida que crece @ valor de la conductividad del objeto a
recongiruir, coherente con lano linedlidad del problema

El comportamiento globa esresultado del proceso total: generacion de datos (problema
directo) més reconstruccion (problema inverso). Esto se debe a que entre las dos magnitudes
gue se estan comparando ocurren |os procesos mencionados y ambos pueden contribuir a
comportamiento no linea del proceso total.

Para poder determinar cuanto de la saturacidn en las reconstrucciones es causada por cada
etapa es necesario andizar lardacion entre las perturbaciones en las medidas smuladas de
voltgey las perturbaciones en la conductividad que |e dieron origen. Con eso se estariaen
condiciones de evaduar € grado de linedidad del problema directo.

Estudio de la linealidad en la resolucion del problema directo

A los efectos de evauar € dgoritmo de resolucion del problema directo se compararon la
amplitud de la perturbacion en la conductividad origind frente ala perturbacion en las
medidas de voltges resultantes entre pares de eectrodos adyacentes. Como formade
cuantificar la perturbacion en las medidas se digid la media cuadrética de las diferencias
entre las medidas correspondientes a la digtribucion uniforme y las correspondientes ala
distribucién con la perturbacion. Recordando que se ignoran las medidas en los eectrodos
adyacentes a los € ectrodos de inyeccion de corriente y considerando € teorema de
reciprocidad € nimero de medidas independientes para una configuracion de 16 dectrodos
sereduce a 104.

L as perturbaciones en las medidas se ca culan mediante la siguiente ecuacion [22]:

1 04 2
D . - _— 8 L i
medidas \/104 2.1 [gp gu ]
donde g’ y g; son los valores obtenidos (vaores de diferencias de voltge) durante la
medida i para distribuciones de conductividad uniformey perturbada respectivamente.

En las Sguientes figuras se observa d comportamiento de |os digtintos métodos a
reconstruir una Unica discontinuidad (ver figura 67) cuyo vaor de conductividad varia desde

2 mScm™ hasta 20 mS cm™ mientras que la conductividad uniforme mantiene su valor en
2 mScm™. El didmetro de la discontinuidad es del 10% del didmetro total (D) y su centro se
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ubico en & punto medio entre @ centro de la zona arecondruir y lafrontera. ESo se detdla
enlatabla3:

ubicacion dd centrode | diametro conductividad Perturbacion en la
la (mS cm™*) conductividad
discontinidad (mS em™)
r=0.5R 0.1D 2 0
r=0.5R 0.1D 2.2 0.2
r=0.5R 0.1D 25 0.5
r=0.5R 0.1D 2.7 0.7
r=0.5R 0.1D 3 1
r=0.5R 0.1D 4 2
r=0.5R 0.1D 6 4
r=0.5R 0.1D 8 6
r=0.5R 0.1D 10 8
r=0.5R 0.1D 20 18
Tabla 3 Parametros de construccion de distribuciones de prueba, para evauacion dela
linedided

distribucion de conductividad

Figura 67 Discontinuidad utilizada para evauar lalineglidad de cada método.

En cada reconstruccion se midié € valor de pico de la perturbacion de conductividad de la
zona de discontinuidad (lineanormd) y € valor de la perturbacion en |os voltagjes generados
Segun ecuacion anterior (linea punteada) para las digtintas diferencias de conductividad
debidas alas distintas perturbaciones. A |os efectos de hacer posible la comparacion entre
esas dos magnitudes se normalizaron ambias respecto a su vaor maximo respectivo.
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Backprojection

perturbacion en la conductividad reconstruida v en voltajes

D 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 B g 10 12 14 15 18

perturbacion en la conductividad (mS/cm)

Figura68 Linedidad del método de Retroproyeccion, en las abcisas se encuentran las
diferencias entre la conductividad homogénea (2 mS/cm) y las perturbaciones de
conductividad (Tabla3)

Matriz de sensibilidad

perturbacion en la conductividad reconstruida y en voltajes

1 1
0 2 4 B g 10 12 14 16 18

D 1 1 1 1

perturbacion en la conductividad (mSicm)

Fgura 69 Linedidad de mé&odo Matriz de Sensbilidad
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Meaton-Raphson

0.7
06
DA

0o

patubaion én kb conductividad reconstnids 4 en vola|es

0.1 |

% 2 Fi & 8 T 12 14 16 18
pefturmetion en t conductvidad (mSim)

Figura70 Linedidad del méodo Newton Raphson

10.2.1 Conclusiones

Delasfiguras 68 y 69 se puede concluir primeramente que € agoritmo de resolucion del
problema directo implementado presenta un comportamiento no lineal. Dado que se observa
que & comportamiento de ambos procesos (generacion de datos + reconstruccion) presenta
un comportamiento sSimilar concluimos que estos agoritmos de reconstruccion no varian
sugtancidmente d comportamiento no lined globdl.

A partir delafigura 70 se puede observar que luego de cierto nivel de perturbacion €
comportamiento global se gpartadel comportamiento del problema directo. Profundizando
més en este agoritmo de reconstruccidn se observo que a partir de ese nivel no selograron
resultados aceptables en laimagen reconstruida, debido a que, en estaimplementacién del
dgoritmo de Newton Raphson, fue imposible regularizar € problema.

Limitando € rango de estudio a valor de perturbacion adecuado se obtienen resultados
similares alos obtenidos para los otros métodos. En lafigura 71 se muestra ese resultado.
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Herston-Raphson

perurbacian n la conductividad reconsiniida y en vollajes
=

"o F 2 3 4 5 B
perubacion en la conductnidad {m3icm)

Figura 71 Rango lineal del método Newton Rephson, dentro del rango de 6 mS/cm

Paralas evduaciones siguientes en € caso dd método de Newton Raphson se trabgjara
dentro de este rango.

10.3 Estudio de la Resolucion

Resolucion de la imagen

En cudquier sstema préctico de reconstruccion de imégenes laimagen obtenida no es
idéntica aladeseada. Entre |os diferentes tipos de distorsiones posibles alas que se someten
las iméagenes recongtruidas en esta seccién nos enfocamos en la debida a la resolucion finita

de laimagen.

Exigten diversos factores que en la préctica actlian como limitantes de la resolucién, que
fueron mencionados ya en secciones anteriores. Estudiaremos ahora un marco de trabgo
parala eva uacion de la capacidad de resolucion de sistemas de imagenes en generd, que
tiene gplicacion especificaen EIT, aunque con ciertas limitantes.

Point spread function ( PSF )

Condderemaos unaimagen idedizada cond stente de un punto sobre un fondo uniforme. En
generd laimagen recongtruida a partir de los datos generados por esaimagen idedizada
mostrara no un punto Smple sSino unamancha, es decir que € punto aparecera difuminado
en laimagen. Sin embargo, dado que conocemoas laimagen original, € punto es reconocible
en laimagen recongruida
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Agreguemos ahora otro punto alaimagen idedizada. Si |os dos puntos estén separados |0
suficiente, en laimagen reconstruida se observarén todavia dos puntos difuminados
digtinguibles entre si. Sin embargo, a medida que acercamos |os dos puntos originaes se
obtendra unaimagen en la que cada vez los dos puntos se haran mas indiginguibles entre si.

En cierto punto, una vez que la separacion entre |os puntos se haga menor que cierto umbrd,
la reconstruccion mostrard una Unica mancha en la que no sera posible identificar la
presencia de dos puntos distintos. A ese umbra se le denominalimite de resolucion del
gsema

Formamente, la resolucion espacia de un sistema de reconstruccion de iméagenes esla
distancia minima entre dos objetos puntuaes para que sean digtinguibles en laimagen
reconstruida. Con € objetivo de obtener una definicion mas cuantitativa introduciremaos €
concepto de PSF.

Consideremos un sistema de generacion de imagenes lined . Supongamaos que un objeto
1,(x) produce unaimagen recongtruida /R, (x) y que un objeto 7, (x) Se reconstruye como
IR, (x) S ahora se intenta recongtruir el objeto compuesto 7,(x) = al,(x) + bl ,(x), con a,b
arbitrarios, d Ssemadeimagenes seralined S laimagen resultante es

IR,(x) = alR,(x) + bIR,(x) .

Paralos sistemas de imagenes linedes existe una relacion sencilla entre un objeto arbitrario
I(x)y suimagen IR(x).

IR(x) = 1(x)* h(x)

donde * indica producto de convolucion en @ espacio apropiado. Al niicleo de convolucién
h(x)se le denomina PSF dado que IR(x) = h(x) 9 I(x) = d(x), Sendo d(x) lafuncion ddta
de Dirac. En resumen, para sistemas de recongtruccion linedles, la PSF representalaimagen
resultante de la reconstruccion de un objeto puntua ided.

Queda claro apartir de la definicidn anterior que la reconstruccidn sera una representacion
exactadelaimagen origind s9lo s laPSF esunafuncion 4(x) =d(x). S Z(x)sedesviade
d(x) , laimagen resultante sera una version distorsionada de la original; en € caso concreto
eided de objetos puntuales se obtendran puntos difuminados, con lo que sellegaauna
explicacion tedrica cuantitativa de o mencionado mas arriba respecto ala reconstruccion de
este tipo de objetos y su relacion con la capacidad de resolucidn dd sistema: ésta depende
del gpartamiento de la PSF respecto de unafuncion d.

Para profundizar mas en este tema, consideremos un g emplo simple en unadimension, en
que laPSF no ided es unafuncidn de pulso. Enlafigura 72 se muestraestafunciony €
resultado de la reconstruccidn de dos objetos puntuaes para tres casos diferentes de
separacion entre dlos.
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I(x) h(x) IR(x

L

<~ = = 7
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<= = ke e
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Figura 72 Interpretacion de la funcion de PSF como limite de resolucion de un sstemade
imagenes lined

En la columna de laizquierda se muestras |os objetos originaes, en tres casos diferentas de
separacion entre dlos . En @ centro de la figura aparece la funcién PSF, de ancho w. Sobre
la derecha se muestran los resultados de la reconstruccién, que se obtiene efectuando €
producto de convolucion entre las funciones mencionadas.

Como se puede apreciar, los dos puntos son distinguibles entre 5 en laimagen reconstruida
solo cuando la separacion entre los mismos es mayor que € ancho de laPSF. A partir de
esto se puede decir que € limite de resolucion de un Sstema de imégenes lined esta
relacionado con € ancho de su PSF.

En € caso generd, la PSF no seré una funcidn de pulso. Se hace necesario entonces una
definicidn convenciond parad “ancho” delamisma Se define entonces un “ancho
efectivo”, definicion parala que existen dos posibilidades:
es d ancho tomado aunadturaigua alamitad del méximo dd médulo de h(x)
(FWHM, por las Sglas en inglés de “full width haf maximum”).
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es e ancho de una funcién de pulso con dturaigud aladturamaximade h(x) y area
igud d &eade h(x), esdecir

"ancho efectivo'= hi Ot (x)dx
Por smplicidad de implementacion en su caculo, utilizaremaos @ primer concepto en lugar
del segundo.
Los gemplosy definiciones anteriores se concentraron en problemas unidimensonaes. Para
casos hidimensionaes como € nuestro degiremos la siguiente extensdn del concepto:

d “ancho efectivo” delaPSF sera e areade la secciéon tomadaala mitad del
maximo.

En las pruebas que siguen se tomara como FWHM a cociente entre la cantidad anterior y €
areatota delaimagen, alos efectos de normalizar los resultados y hacer posible la
comparacion entre | os distintos métodos.

Evauacion de la dependencia espacid de la (PSF)

Para su estudio se andiz0 larespuesta de | os diferentes métodos a un conjunto de
perturbaciones smples en d distribucion de conductividad. Se smuld la delta.con laminima
unidad de conductividad que podiamos tomar, que es la de un solo eemento. La ubicacion
de estaddta fue variando desde € centro, zonaintermedia, hastala periferia. Esto se
muedraen lafigura 72

10 f

-10

5 10 S 0 5 10 s
Figura 73 Ubicacion de las digtintas deltas parala evauacion

Luego se caculd laFWHM para cada reconstruccion en cada método utilizado, tomando
este valor como laresolucion. En latabla4 se muestran |os resultados obtenidos:
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Método de Reconstruccion centro intermedio Peiferia
Matriz de Sensibilidad (MS) 0,379 0,3786 0,075
Retroproyeccion (R) 0,226 0,095 0.059

Newton Raphson (NR) 0,065 0,057 0,02668

Tabla4 Resultados de FWHM paralos tres métodos

Owms
ER
ONR

centro

intermedio

periferia

NR

Tabla5 Representacion gréficade laTabla4

10.3.1 Conclusiones

Como se puede observar en ambastablas4y 5 paralos tres métodos la resolucidn es menor
haciae centro a aumentar laFWHM. Esto se debe aque se utilizd la configuracion
adyacente de dectrodos paralas medidas, que como se menciond en € capitulo 3 brinda una
menor resolucion en € centro de laimagen, que por giemplo la configuracion de oposicion o
polar. Esto significa que dos objetos proximaos seran mas dificiles de distinguir uno del otro

en € centro que en las otras zonas.

En d méodo de retroproyeccion se mantiene un aumento continuo de la resolucion desde €
centro haciala periferia; Sin embargo no se observa d mismo comportamiento en los otros
dos métodos. En Matriz de Sensibilidad y Newton Raphson se mantiene congtante la
resolucion esto tal vez debido a que tomamos |os agoritmos como un “todo”, es decir, la
parte de regularizacién no supervisada también es incluida en estas pruebas; es probable que
e criterio de regularizacion utilizado arroje un parametro optimo que td vez no sead

Optimo desde d punto de vista de minimizar laFWHM, ya que digiendo este parametro en
forma supervisada se lograron mejores resultados.

En |a periferia es donde se observa unameor resolucion paralos tres métodos estudiados.
En particular € método de retroproyeccion es € que muestra mejor resolucion en la

periferia; Sn embargo este resultado debe relativizarse alaluz de las imégenes obtenidas,

gue presentan artefactos en esa zona, |0 que no ocurre con |os otros dos métodos.

A continuacion se muestran las reconstrucciones (sobre la derecha) asi como las
distribuciones de conductividad respectivas (sobre laizquierda) hechas para evauar la PSF.
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Resultados para retroproyeccion

Figura 74 Delta ubicada en d centro Figura 75 Reconstruccion
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Resultados para matriz de sensbilidad:
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Resultados para Newton Raphson:

Figura86 Delta ubicada en d centro
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10.4 Respuesta a perturbaciones complejas

En lamayoria de los Sstemas de reconstruccion de imagenes e utiliza la funcion PSF para
redizar evauaciones de las distintas técnicas. El concepto de la funcion PSF es gpropiado
parasstemas linedes e invariantes en € espacio. Dado que laEIT esno lined, d estudio
de lafuncion PSF por s solo no es suficiente paraevaluar € rendimiento de larutinade
reconstruccion [22].

En esta seccion y como complemento de la anterior, estudiamos la capacidad de los
diferentes adgoritmos para distinguir entre objetos cercanos, directamente a partir de
distribuciones smuladas de conductividad.

En latabla 6 se muestran los datos empleados para efectuar la evauacion:

disancia entre Didmetro | conductividad

discontinuidades (s ,mS em™t)
. | =0.2D 0.2D C/U 20 ambas
Pe';;’r;brjgg% 1 =0.4D 02D C/U | 20 ambas
| =0.6D 0.2D C/U 20 ambas

Tabla6 Conjunto de datos parala evaluacion comparativa de |os ditintos agoritmos
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Reconstrucciones complejas utilizando € méodo de Matriz de Sensibilidad con los

parametros de la Tabla 6:

I.".‘ -] s

in o =

8

L]
: o
- 4 i

- A} []

k]
=15

Figura92 Perturbacion complega Figura 93 Reconstruccion

Figura 94 Perturbacion compleja

Figura 96 Perturbacion complga Figura97 Reconstruccion
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Viga 3D de las recongtrucciones complgas utilizando d método de Matriz de Sensibilidad

Figura 98 Vista 3D perturbacion compleja Figura 99 Vista 3D reconstruccion
:; i i ‘ i e LB} ! f I {0s
Fi gura 100 V|Sa 3D pa'turbmi én Fi gura 101 V|$a 3D I’eCOI’lStI’UCCi én
complga
Figura 102 Vista 3D perturbacion Figura 103 Vista 3D reconstruccion
complga

126



IMPETOM |

Reconstrucciones complgas utilizando € método de Retroproyeccion con |os parametros

delaTabla6:

ifa -
Az

Figura 104 Perturbacion complgja Figura 105 Reconstruccion
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1%

Figura 106 Perturbacion complga Figura 107 Reconstruccion
Figura 108 Perturbacion compleja Figura 109 Reconstruccion
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Vista 3D de las reconstrucciones complgas utilizando € método de Retroproyeccion

Figura110 Vista 3D perturbacion
complga

Fgura 112 Vigta 3D perturbacion
complga

Figura114 Vista 3D perturbacion
complga
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Figura111 Vigta 3D reconstruccion
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Reconstrucciones complgas utilizando € meétodo de Newton Raphson con |os parametros

delaTabla6:

Figura116 Perturbacion complga Figura117 Reconstruccion

Figura 118 Perturbacion complgja
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Figura 120 Perturbacion compleja Figura 121 Reconstruccion
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Vigta 3D de las reconstrucciones complgas utilizando € método de Newton Raphson
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10.4.1 Conclusiones

En las figuras anteriores se muestralas posibilidades de |os tres métodos de reconstruir
objetos cercanos.

Se encontrd que los métodos de Retroproyeccion y Matriz de Sensibilidad no lograron
recongtruir satisfactoriamente dos objetos con un didmetro del 20% ddl didmetro total
ubicados en € centro de laregion y espaciados unadistanciaigua a 20% del diametro

total mientras que € método de Newton Raphson s 1o logro.

Esto coincide con laevauacion de la PSF del punto 10.3.1, en donde € méodo de Newton
Raphson mostré los mejores resultados en € centro.

10.5 Evaluacion de los métodos con conjuntos de datos estandares

Las evauaciones se redizaron utilizando datos generados a partir de una distribucion de
conductividad perturbada por una Unica discontinuidad de didmetro y ubicacion variable
segunlaTabla?.

ubicacion didmetrodela | conductividad | conductividad
centrodela | discontinuided | (S cm ) (mS em™t)
discontinuidad MSy R NR
r=0 0.10D 20 6
r=0.5R 0.10D 20 6
r=0.75R 0.10D 20 6
r=0 0.20D 20 6
r=0.5R 0.20D 20 6
r=0.75R 0.20D 20 6
r=0 0.30D 20 6
r=0.5R 0.30D 20 6
r=0.75R 0.30D 20 6
Tabla7 Conjunto de datos parala evauacion comparativa de los digtintos agoritmos en
EIT.

Los vaores de conductividad de |la tabla anterior fueron extraidos de [22], donde seintenta
definir un conjunto de datos estandar para la evaluacion de distintos métodos de
recongtruccion en EIT. Ademés en esa publicacion serediza, amodo de gemplo de
utilizacion de los datos estdndares, una eva uacion de agoritmos de reconstruccion

smilares alosimplementados por nosotros (retroproyeccidn y matriz de sensibilidad).
Relativizando d caracter de “estandares’ de estos datos, alin tienen valor para nuestro
trabgjo pues permiten redizar una comparacion cuditativa de nuestras rutines de
reconstruccion con rutinas de terceros.
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Losvalores (6-20 mS cm™ en ladiscontinuidad y 2 mS cm™ en lahomogénes) estén
suficientemente diferenciados, como sevio en lafigura68y 69 d vaor de20 mScm™ es
tal que no llega ala saturacion en los métodos de retroproyeccion y Matriz de Sensibilidad.
Un vaor menor de 6 mS cmi® se utiliz en Newton Raphson debido a que este método llega
rgpidamente ala saturacion con vaores dtos de diferencia de conductividad entre lazona

homogéneay lano homogénea ver figuras 70y 71.

Se cdcul6 d vaor de FWHM de la discontinuidad reconstruida para cada caso presentado
en latablaanterior como € cociente del &rea de la discontinuidad reconstruida sobre € &rea
totd de laregion expresado como porcentaje.

A continuacion se muestran |os resultados obtenidos.

centro

intermedio

periferia

Figura 128 Grafico dd FWHM paralos
valores descriptos en la Tabla 2 utilizando
el método de la Retroproyeccion

Dcentro

mintermedio

O periferia

centro

intermedio

periferia

Figura 130 Gréfico dd FWHM paralos
vaores descriptos en la Tabla 2 utilizando
e método dela Matriz de Sensibilided
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centro

2,50

Figura129 Gré&fico del vaor pico dela

conductividad recongtruida paralos

el método de la Retroproyeccion

vaores descriptos en la Tabla 2 utilizando
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Figura131 Gréfico del vdor pico dela
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Dcentro DCEHUU
[intermedio mintermedio
o periferia
interm;((;j}ir(i)f(;}ria 2 1 5 ) centro
3
Figura 132 Grafico ded FWHM paralos Figura 133 Gréfico dd vdor pico dela
vaores descriptos en la Tabla 2 utilizando conductividad recongtruida paralos
el méodo de Newton Raphson valores descriptos en la Tabla 2 utilizando

el método de Newton Raphson

El andisisen 2D y en 3D de las recongtrucciones redizadas para este andisis se puede ver
end Apéndice C.

10.5.1 Conclusiones

Método de Retroproyeccion

Observando lafigura 127 se nota que la FWHM es précticamente constante
independientemente del diametro de la perturbacion, para unamisma posicion. Este
resultado coincide con € mostrado en la publicacion de comparacion [22] paralarutina de
retroproyeccion.

Con respecto alavariacion de laFWHM con la posicion de la perturbacion, os resultados
de[22] muestran unarelacion directay monétona de la FWHM para retroproyeccion.
Como se ve en lafigura 127, nuestra rutina muestra una caida de la FWHM en € centro de
lafigura, lo que representaria una ventgja de estaimplementacion respecto ala nuestra
Una posible explicacion de esta discrepancia seria € uso en  trabgo de referenciade un
filtrado efectivo, que no fue usado en nuestra rutina de retroproyeccion. Esefiltrado
ecudizariala performance de la reconstruccion en € centro.

Con respecto alaamplitud del pico de las distribuciones recongtruidas, la coincidencia es
completa con los resultados de la publicacion de referencia. Dichas amplitudes crecen
monGtonamente con € didmetro de la perturbacion y con ladistanciad centro.

Considerando € método de la Matriz de Sensibilidad, la dependencia de la FWHM para
una posicion dada es directay monétona con respecto d didmetro de la perturbacion. Esto
difiere con & método de Retroproyeccion pero coincide con los resultados del trabgjo de
referencia (figura 129).

Para un diametro de la perturbacion fijo € vaor dela FWHM es creciente con la cercania
de la perturbacion a centro de laimagen, lo que no sucede en la publicacion de referencia
Esta distorsién con la posicion se podriaachacar a empleo de técnicas de regularizacion
més fuertes en nuestra rutina que en la de referencia (en esta Ao se usd truncamiento de
vaores singulares como forma de regularizacién). Como contrapartida de esta distorsiéon
nuestra rutina presenta una mayor robustez frente a ruido. De hecho es dudosa la
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posibilidad de éxito de una rutina de matriz de sensibilidad como la de lareferenciaen una
ambiente de medidas redles y no simuladas, como es d marco de esta comparacion, por 1o
menos en forma no supervisada.

Analizando los valores de pico acanzados en ambos trabgos, se observan discrepancias
smilares alas encontradas en la comparacion de laFWHM, vaiendo lamisma explicacion
paratales discrepancias que en € parrafo anterior.

Nuestra rutina de Newtorn+ Raphson mostré resultados desal entadores respecto ala
evauacion delaFWHM. Esta se mostro précticamente constante respecto d diametro dela
discontinuidad y dependiente de la posicidn de lamisma. Con respecto aesto Ultimo
coincide en parte con nuestra rutina de Retroproyeccion. Estas debilidades pueden
achacarse d implementacion de regularizacion en cadaliteracion.

La publicacion de referencia no implementa este método por 1o que no fue posible la
comparacion con otro trabgjo.

A modo de resumen de las comparaciones hechas se puede concluir una performance
regular de nuestras rutinas de matriz de sensibilidad y Newton-raphson debidas ala
implementacion de técnicas de regularizacion autométicas que puedan trabgar en formano
supervisada. Con respecto a método de lamatriz de sensibilidad € trabgjo de referencia
muestrauna rutina de reconstruccion incapaz de operar en formano supervisadaen un
sdemared.

Con respecto a método de retroproyeccion se explicala peor performance nuestrarutinaa
laausencia de filtrado, que se debio alaimposibilidad de obtener materid bibliogréfico Util
sobre € tema.
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10.6 Reconstrucciones realizadas a partir de medidas reales obtenidas de fantomas

Lafigura 133 muestrad fantomas utilizado a partir de cua se obtuvieron las medidas
redes que utilizamos en & sguiente punto pararedizar unaevauacion cuditaiva de
nuestras implementaciones de los tres métodos de reconstruccion.

Fgura 134 Fantomeas utilizado en la Universidad de Kuopio, tomado de
http:/Aww.venda.uku.fi.
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1 M étodo de Reconstruccion: Matriz de
i Sensbilidad.
Archivo de medidas: bubblel.dat

Figura 135 Reconstruccion de medidas
redes

. Método de Reconstruccion:
Retroproyeccion
. ) Archivo de medidas: bubblel.dat

Figura 136 Reconstruccion de medidas
redes

Método de Reconstruccion: Newton
- Raphson.
' Archivo de medidas bubblel.dat

Figura 137 Reconstruccion de medidas
redes
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e M étodo de Reconstruccion: Matriz de
: " Sengbilidad.
3 Archivo de medidas; bubble2.dat

Figura 138 Reconstruccion de medidas
reales

= Método de Reconstruccion:

" Retroproyeccion

Archivo de medidas: bubble2.dat
» I -

Figura 139 Reconstruccion de medidas
redes

" Método de Reconstruccion: Newton
i Raphson.
Archivo de medidas. bubble2.dat

Figura 140 Reconstruccion de medidas
redes
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D

Figura 141 Reconstruccion de medidas
resles

l
B d,-

Figura 142 Reconstruccion de medidas
reges

®

13

Figura 143 Reconstruccion de medidas
redes
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Método de Reconstruccion: Matriz de
Sengbilidad.

Archivo de medidas. bubble3.dat

M éodo de Reconstruccion:
Retroproyeccién

Archivo de medidas: bubble3.dat

Método de Reconstruccion; Newton
Raphson.

Archivo de medidas: bubble3.dat
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Figura 144 Reconstruccion de medidas
reales

e

Figura 145 Recongtruccion de medidas
reges

)

Figura 146 Reconstruccion de medidas
redes

Método de Reconstruccion: Matriz de
Sengbilidad.

Archivo de medidas: bubble4.dat

Meétodo de Reconstruccion:
Retroproyeccién

Archivo de medidas: bubble4.dat

Método de Reconstruccion: Newton
Raphson.

Archivo de medidas: bubble4.dat
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10.6.1 Conclusiones

Comparando la regularizacion implementada con € operador derivaday € de Tikhonov
vemos que € primero necesitalaintervencion de usuario paralaeeccion de coeficiente
de regularizacion, mientras que € segundo provee unaformano supervisada parae cédculo
de ese parametro.

El operador derivada mejora la parte homogénea, como era de esperarse dada la asuncion
de suavidad que precede a este método; sin embargo las diferencias entre los dos métodos
respecto a este punto son apenas perceptibles. Se logra una mejor regularizacion arededor
de la zona no homogeénea con Tikhonov, es decir suaviza mas los bordes en dicha zona

El método de Tikhonov converge més répidamente, como se vio en d estudio de las
funciones de costo.

Se concluye que nuestro método puede ser mejorado mediante la utilizacion de modelo
completo del eectrodo que gproximameor e comportamiento red, d tener en cuentala
impedancia de contacto entre los electrodosy la pid. Sin embargo, ese modelo asume
conocidas dichas impedancias por |0 que fue descartado, dada las dificultades para
medirlas.

Se hace més dificil controlar la convergencia de método de Tikhonov, a medida que los
cambios se hacen menores.

Los méodos iterativos implementados en este capitul o involucran tiempos de cdculo
intrinsecamente superiores alos de los dos métodos no iterativos presentados antes. La
causa principa de esta diferenciaesencid en los volumenes de cdculo implicados esla
necesidad de resolver € problema directo en cadaiteracion.

El método de Newton-Raphson es no lined, por |o seria esperable unamejor aproximacion
alasolucion red de problema. No obstante ello no se notd mejoras sustanciaes respecto
método de la matriz de sensbilidad, que eslined. Sin embargo esta aplicacion es un tanto
relativa debido alas diferentes grillas utilizadas.
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11 DEMO-IMPETOM 1v. 1.0

11.1 Introduccion

LaDemo de IMPETOM | fue disefiada pararedizar en forma sencillay rgpidala
recongtruccion de imagenes de conductividad y resistividad a partir de medidas hechas por
Impetom C. También permite guardar dichas imagenes en un formato esténdar como lo es
€ jpeg con laopcidn de guardar los datos dd pacientes u observaciones en lamisma

imagen.

Pararedizar dicho cometido utiliza los tres algoritmaos de reconstruccion estudiados como
los son Matriz de Sensibilidad, Newton Raphson y Retroproyeccion.

11.2 Posibilidades de IMPETOMI

IMPETOM | permite leer |as medidas guardadas en archivos con extension * .ixt. Elimina
las medidas adyacentes alos €l ectrodos de corriente y las prepara para su procesamiento.

Luego de cargar las medidas IMPETOM | permite elegir cudquiera de los tres métodos
mencionados para la reconstruccion de laimagen la cud muestra en digtintas figuras en una
grillaestddar de 492 dementos. También es posible mejorar laresolucion de laimagen
paralos méodos de Matriz de Sengbilidad y Retroproyeccion a incorporar una grilla de
1968 e ementos para la reconstruccion.

IMPETOM | incluye una herramienta de figuraen 3D que muestraen formamas
sgnificativa, paratodos los méodos, las irregularidades en las zonas homogéneas y no
homogéneas permitiendo su rotacion para unamejor perspectiva. Esta herramienta también
hace un filtrado de laimagen que suaviza las irregul aridades de la propia reconstruccion.
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IMPETOM | cuenta con la posbilidad de incluir en cada unade las figuras los datos del
paciente: Nombre, Apellido, Edad, Sexo y Nimero de Identificacion para unafacil
identificacion de laimagen para e usuario. Lasimagenes producidas se pueden grabar en
disco con formato jpeg.

11.3 Instalacion y requerimientos minimos

El hardware requerido para un correcto funcionamiento de IMPETOM | es un PC con
procesador Pentium 11 166 MHz o superior con por o menos 64 Mbytes de memoria RAM
y 16 Gbytes de memoria de disco duro.

IMPETOM | sedigtribuye en un CD de ingtaacion guiada para Windows 95/98 'y NT.

Las imégenes congtruidas por IMPETOMI podran ser visudizadas e impresas con
programas comunes de visudizacion de imégenes como los son Microsoft Photo Editor,
Acdsee 0 cuadquier otro visuaizador de imagenes.

Paraingtdar IMPETOMI se debeinsertar  CD dd proyecto y gecutar € archivo
“ingtdar.exe€’ que se encuentraen la carpeta IMPETOMI.

11.4 Inicio del programa

Unavez instalado IMPETOM |, se creara una carpeta de trabgjo llamada impetomi enla
raiz de la unidad. También se crean |os accesos directos parala gecucion del programaen
e Escritorio y en  mend de inicio, conjuntamente con € acceso directo dd manua de
usuario. En lacarpetaimpetomi habra una carpeta llamada medidas que contendra gunos
conjuntos de medidas reales obtenidos en internet.

También se creardn carpetas auxiliares que contendran bibliotecas y archivos auxiliares
paralaeecucion de programa
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11.5 Ventana de Inicio

<} Demo-lmpetoml 1.0 !EIE

Archivo  Acerca

IMPETOM | 2000-2002
NIB

Grilla
Cargar datos |

bdetado: M w &+ 497 Elementos

" 1968 Elementos
Tipo de grafico: & Grafica 20

" Grafica 30

Muestra grilla: ¢~ g

* Mo

Fecha: 01-Jul-2002

Ingresar Informacion

Borrar Informacion Cerrar |

Figura147 Pantalainicid de IMPETOMI

Unavez gecutado d programa gparece la pantalainicid y con dlalos sguientes botones:

CARGAR DATOS: leelos datos en e archivo ‘medidasitxt’, por defecto € programalo
busca en CAimpetomi\medidas\, este camino que se incluye por defecto se lo puede
cambiar como se vera mas adelante. Al cargar |os datos hace que aparezca € boton de
recongtruir con letras en rojo como se muestraen lafigura 154.

INGRESAR INFORMACION: este botn permite ingresar los datos del paciente,
conjuntamente con lafecha, en laimagen.

BORRAR INFORMACION: dimina los datos que seingresaron, y no losimprime en la
imagen.
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CERRAR: este botdn cierrala aplicacion, pero antes aparece @ sguiente dialogo para
verificar que d usuario esté seguro de cerrar @ programa, de lamisma manera este didogo
gparece s d usuario intenta cerrar laaplicacion através del icono de cierre de programa del
sgema

<} Confirmacion de Cerrar Aplicacion |

Dezea cerrar IMPETOMI 2

=i | Mo |

Figura 148 Didogo de confirmacion cerrar IMPETOMI

144



IMPETOM |

11.6 Ventana de ingreso de datos del paciente

<} Impetom | M=l B2
Ficha del paciente

Francisco
Mambre I

Apellido: | Casal

Cl:  |2185133-9

Edad . Iq? vI SEex IM vl

Cancelar | Ingresar »»

Figura 149 Ventana de ingreso de datos del paciente

IMPETOMI incluye laopcién de poder ingresar |os datos del paciente en laimagen
recongiruida, se aclara que no es necesario ingresar los datos del paciente paralograr una
recongtruccion. Lafichaded paciente incluye los Sguientes campos:

NOMBRE: campo en & que escribe € nombre ddl paciente.
APELLIDO: campo en d que escribe @ apdlido del paciente.
C.l.: campo en € que se escribe @ nimero de cédula u otro nimero que identifica a

paciente.
EDAD: edad dd paciente.

SEXO: sexo dd paciente

L uego de haber Ilenados estos campos € usuario debe apretar € botdn Ingresar>> para que
estos datos se muestren en las imagenes.

11.7 Lectura de medidas

Pararedizar |lalecturade los datos, IMPETOMI implementa dos formas pararedizar dicha
lectura. Unaforma automética, que lee d archivo llamado ‘ medidasitxt’ en € directorio
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‘ CAimpetomi\medidas\’ esto redliza con € boton CARGAR DATOS en la ventana de
inicio. Este camino puede ser cambiado por otro aeeccion dd usuario, paradlo d usuario
debe ir a ARCHIVO como se muestra en la figura 150.

<} Demo-Impetoml ¥1.0

| Archivo Acerca

Leer Datos

Cambiar Buta

Figura 150 Ventana de cambio de camino paralas medidas

Con lo que aparecerala ventana de cambio de directorio paralas medidas,

<} Nuevo camino == B3

LIbicacion actual de las medidas:

Chlmpetomiymedidas),

Ingresar nuewvao camino para ubicar los archivos de medidas:

! Ch,

Cancelar | Aceptar |

Figura 151 Ventana de cambio de directorio

Unavez ingresado € nuevo camino d programasempreirdabuscar a archivo
‘medidasitxt’ d nuevo camino, inclusive después que selo reinicie. Sempre que e dija
CAMBIAR RUTA en ‘Archivo’ como lo muestralafigura 151, apareceraen € didogo de
NUEVO CAMINO * CAimpetomi\medidas\’ de estaformano se pierde e directorio por
defecto en € paguete.

Laotraformamencionada de leer los datos esingresar d menil ARCHIVO eir alaprimera
opcion que lade LEER DATOS. En laque € usuario busca a través de explorador del
sstemalos archivos de medidas como se muestra en las figuras 152 y 153:

<} Demo-Impetoml 1.0

| Archivo  Aocerca

Leer D atos |

Carmbiar Buta

Fgura 152 Didogo de lectura de datos
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Una vez degida esta opcion aparece la Sguiente ventana:

Leer datos

J=4 Disco de 34 (&)
g Dizco_c [T
S0 (D)

t5 (F:)

Figura153 Leer medidas en € disco

Unavez que € usuario carga los datos através de una de las diferentes formas, aparecera
en laventanadeinicio € botdén de RECONSTRUIR en caracteres de color rojo. De esta
manera e usuario sabe que € programa esta pronto para reconstruir como lo muestrala

figura 154.
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# Demo-lmpetoml v1.0

Figura 154 Botén de reconstruccion

11.8 Reconstrucciones

IMPETOM I tiene implementado tres métodos de reconstruccion de forma no supervisada,
es decir que no se hace necesario laintervencion del usuario paralaeeccion delos
pardmetros de regularizacion. Parala éeccion de método de reconstruccion € usuario debe
elegir en menl ‘pop up’ cudquiera de los tres métodos.

MS: Matriz de Sensibilidad
BP: Retroproyeccidn (BackProjection)
NR: Newton Raphson

Como = ve en lafigura 155:
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hMetodo:

Tipo de grafico;

T Grafica 30

Figura 155 Eleccion del método de reconstruccion

11.9 Método Matriz de Sensibilidad y Retroproyeccion

Eligiendo MS 0 BP en d ment ‘pop up’, se pueden egir las siguientes opciones antes de
pasar arecongruir. Unaes e tamafio de la grilla que puede ser de 492 0 1968 elementos,
esto es Util 9 selaquiere comparar con lareconstruccion hecha con Newton Raphson pues
este método tiene la desventgja de poder solo reconstruir con una grilla de 492 dementos
por las propias caracteristicas del método implementado.

Para€dlo d usuario deir d menu de grillay smplemente degir cud seralagrillaque se

utilizara

Grilla

& 492 Elementos

" 1968 Elementos

Figura 156 MenU de deccion de grilla

Por defecto € programa tiene predefinido reconstruir con 492 elementos, luego € usuario
debe eegir € tipo de imagen que deseaver. IMPETOMI brindala posibilidad de hacer una
imagen en 3D, que posihilitad usuario estudiar de maneramés gréficala reconstruccion
redizada. Por otra parte en laimplementacion de laimagen 3D tiene induido un filtrado

gue suavizalos cambios en laimagen.

Tipo de grafica: & Grafica 2D

~ Grafica 30

Figura157 Tipo de gré&fico
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Por Ultimo d usuario debe degir S desea que en lafigura se muestren los dementos
delimitados en sus bordes con la Siguiente opcion, que por defecto no los muestra.

Muestragrilla: ¢~ g
i+ [+o

Figura 158 Muedragrilla

Luego se procede a reconstruir presionando € boton de RECONSTRUIR, unavez hechala
reconstruccion |os caracteres toman € color negro, indicando que se reconstruy6 para esas
medidas. En las Sguientes figuras se mostrara la grilla en cada recongtruccion.
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11.10 Imagenes en IMPETOMI

J Impatomi-Melods Malviz de S ensibilidad

AIChivD  Acecalmpaton |
Archivio: Medidas bd wariscion
rombre: Francizon Cazal C2.133.195-9 relaiva de
a0 Edad: 47 Sexn M 24- 2007 C‘Jndulﬂhﬂzdﬂd
[~ e 7] 15}
Guaidar
10
Grills
41
gl
B dos
eeil
KT
1ae -0 = 0 g i 15
Cerar

Figura 159 Reconstruccion

En lafigura 159 se muestralaimagen producida por IMPETOMI para unagrillade 492
elementos en 2D utilizando € método de la Matriz de Sensibilidad (MS). Parad conjunto
de medidas reales hechas en un fantomas con una configuracion de 16 electrodos que se
comentd en € capitulo 11. En @ caso dd méodo dela Matriz de Sensibilidad, laimagen
representa la variacion relativa de la conductividad cal culada con respecto a una
conductividad uniforme unitaria utilizando la sguiente formula

s -s
Variacion relativa = - Ec. 11.1
s

u

Donde ¢ representa la conductividad de ladocumentaciony 6, la conductividad uniforme.
En € caso de Retroproyeccion (opcion: BP) laimagen muestrad cociente de
conductividades entre la ¢ y la6,,, segin la Siguiente formula:

Cocientede conductividades = = Ec. 11.2
s

u

Mientras que en & metodo de Newton Raphson como lo indica laimagen utiliza unidades
de Um pues se recongtruye la resstividad absoluta.

Lafigura 12 de Recongtruccion muestrad siguiente menu:
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GUARDAR: permite guardar laimagen en d disco.

GRILLA: muedraunagrillaen d fondo de laimagen, esafuncion es més Util enla
visudizacion 3D.

CERRAR: ceralafigura

En la parte superior de lafigura también muestran los datos del paciente que fueron
ingresados utilizando la funcion INGRESAR INFORMACION.

Lafigura contiene un pequefio menlil ARCHIVO que tiene las siguientes funciones:
GUARDAR y GUARDAR COMO, laultimaes (til para guardar ditintas perspectivas en
unaimagen 3D. Asi como también lafuncion CERRAR figura

<) Impetomi-Metodo Matriz d4

| Archive  Acerca lmpetarn |

Guardar
Guardar como...
Cerrar
Figura 160 Menu archivo

Laescaa de vaores esta dimensionada pues como se estudi6 anteriormente € método dela
Matriz de Sengbilidad y Retroproyeccion construyen imagenes hechas a partir de cambios
relaivos de la conductividad frente a una distribucién de conductividad homogénea.

En lasguiente figura se muestra la reconstruccion hecha con la grilla de 1968 dementos.
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Bychg Acencs Impetom |

[ Henu =]

Archhn: Medidas bd

Mabine: Franczsco Casal
Edert 47 Spwa: 14

.:-k.i
e AT,
Eﬂ# rﬂr’:"

NPT
A

i,

- [
.t.:_._ ??JL Ay

IMPETOM |

21331864
24-dur-2002

'lg;.
g
i,
o

iy

TN

Wariszian
ralathee da
marducividad

Fgura 161 Reconstruccion en 1968 e ementos

Eligiendo la opcidn de figuraen 3D tenemos lafigura 162, esta opcidn incluye lafacilided
de poder rotarla con & boton ROTAR en € mend, figura 163.

dachiva dosrs boston |

g Frannpoa Casal
Ecnd 47 Sxax W

Ci2laiees
- by 20T

Figura 162 Reconstruccion con opcion

3D

153

e, dacici buptan |

Herstm Frenemecs Croed
Erap 47 e W

A

ot 21118
Legh Lot id

S

A

Figura 163 Recongtruccion en vistaen 3D
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11.11 Reconstruccion utilizando Newton Raphson

Para recongtruir utilizando este método € usuario debe eegir NR en d menu ‘pop up’, conla
diferencia con respecto alos anteriores de que no podra eegir € tamafio de lagrilla. Por lo
gue le aparecera un nuevo mend en € que le deberaindicar alMPETOMI € nimero de
iteraciones deseado parala reconstruccion.

lteraciones

MNro. ler:

[= R Y T S —|
4

Figura 164 Eleccion de nimero de iteraciones

En lafigura 164 muestra que sdlo se permite hacer hasta 8 iteraciones, dado que los
resultados précticos mostraron que la calidad de laimagen aumentaba significativamente y
por otra parte € tiempo de reconstruccion aumentaba en gran medida. También se puede
eegir lostiposdeimagen 2D y 3D.
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dichyo &cecs lmpetom |

Mombm: Francisco Casal I0: 2133.185-5
OF-Jurr2002 Edarct: 47 Sawo M

Cenar

Figura 165 Reconstruccion hecha con Newton Raphson

Como se puede gpreciar en lafigura 165, la reconstruccidn es hecha con una grilla de 462
elementos, también se puede ver que como este método reconstruye distribuciones de
resistividad absoluta se muestran las unidades en la escdla de valores.

11.12 Guardar las figuras

Por Ultimo s deseamos guardar lafigura, € usuario solo debe presionar € boton guardar y le
gparecerala sguiente ventana de dialogo:
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-} Reconstuccion
Archiva Acerca Impeton |

T = ] 153165
: g = : ad: 47 Sexo: M
Guardar en: I";_:_lepetoml :I @l _Eﬂ

1 Prushas 5‘( Muevaipg

i Regularizacidn E’prueba_234.ipg
1 Tangalanga ﬂ' prueba_235.jpg
#] fig_prueba_impetorn_0O.jpg i s
H] fig_pruebaz?3 jpg i
41 fig3456 ipg

|

|
|

T

Mombre de archivo: IF'FIUEBA.ipg Guardar
Guardar como Ix-ipg ;J Cancelar |
archivos de tipo:

i

Figura 166 Sdvar laimagen de reconstruccion

Donde € usuario puede degir € directorio y € nombre de lafigura. Luego laimagen puede
ser visudizada en cudquier editor de imégenes.

11.13 Formato de archivo

IMPETOM I lee los archivos de medidas que IMPETOM C escribe en € disco, se acordd con
dicho grupo las siguientes reglas parad armado del archivo de intercambio.

1. Losarchivos solo contendran las medidas

2. El formato de dichos archivos serd ASCII por lo que la extensidon sera . TXT deforma
gue las medidas podran ser |eidas en cuaquier editor de texto convenciond.

3. El orden delas medidas serata que comenzaran sempre a ecribirse desde la
primera posicion de inyeccion de corriente continuando en forma antihoraria con las
sguientes medidas.

4. Lacantidad de medidas por archivo sera de 256 pues seincluirdn las medidas en los
electrodos de corriente y adyacentes.

Ladigposicion delas medidas en d archivo debe concordar con la dispuesta en larutina que

recoge los datos. Para cada posicion del par inyector de corriente, las medidas de voltgje se
enumeran sempre apartir del primer par de electrodos de medida
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V5 W4
V6 Wi

VT V2

.
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viz V13 \ Par de inveccién

de corriente

Figura 167 Indexacion de medidas, sin importar por donde se inyecta Sempre se debe a
empezar amedir por € mismo par de eectrodo.

Como gemplo, en lafigura 167 se muestra la disposicidn conceptua de los eectrodos para
cuando se usa d par de e ectrodos decimotercero como par de inyeccion. Las medidas
realizadas con esta configuracion de e ectrodos de corriente se ordenan en forma descendente
en d vector de medidas, comenzando con € voltge medido en € par uno (V1), Sguiendo
conV2, etc., hastallegar aV 16.

Se igio un par de eectrodos como referencia fija paratodas las posiciones de inyeccion de
corriente. Al variar los eectrodos de corriente se continliaingresando las medidas a partir de
V1

La representacion de las medidas en € archivo admite representacion exponecid mediante
formato e+ < exp >, como se muestiraen & sguiente gemplo :
1.1366392719077361e+000

1.0903362920248241e+000

3.5692141362266711e-001

1.8127679360142651e-001

La cantidad de cifras de lamantisa es de 18.

Estas medidas pueden estar dispuestas en forma de vector columna o en formade matriz en
e archivo. Donde cada columna representa una inyeccion de corriente y cada filala medida
correspondiente seglin su posicidn, por [o que lamatriz tendria 16 x 16.

Como lo muestra @ sguiente esquema
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My, My, o0 Mygg

i,j

Mg, - Tt Mygag

Donde i representa lainyeccion de corriente i-ésmay j alamedidaj-ésmaparadicha
inyeccion. De etaforma IMPETOM | intenta facilitar la tarea de Impetom C incrementando
€l nimero de posibilidades parala escritura de los archivos.

En d capitulo referente alas posibilidades futuras de IMPETOMI se detallaran més posibil
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12 Tiempos y Costos

12.1 Introduccion

En este capitulo se redizara un andliss de los costos y tiemposinsumidos en

proyecto e implementacion de IMPETOMI

Laplanificacién inicid fue de 2700 horas, segin la especificacion de Agosto de 2000.
Se describe en primer lugar los tiempos de desarrollo indicando mojonesy

resultados intermedios. Luego se incorporan d andisis los costos derivados del esfuerzo
de desarrollo y de las compras redlizadas.

El dltimo parrafo andiza diferentes escenarios econdmicos de distribucion de
IMPETOMI.

12.2 Tiempos
El esfuerzo de desarrollo fue regisirado alo largo del proyecto en un “cuaderno

de proyecto”, que contiene lainformacion técnica ademas de aspectos administrativos a
modo histérico. El tipo de tareas fue clasficado de acuerdo a:

Tarea Total %
Estudio Proyecto 1718 43
| mplementacién y desarrollo 1295 32
Documentacién 701 17
Horas Docente 52 1
/A sistencia a cursos 28 1
Tareas Administrativas 244 6
Totales 4039 100

Tabla 8 Digtribucion de horas por rubro

159



IMPETOM |

32%

Distribuciéon porcentual de tareas

43%

O Estudio Proyecto
W Implementacién y
desarrollo
ODocumentacioén
OHoras Docente

M Asistencia a cursos

E Tareas Administrativas

Figura 168 Didtribucion de tareas sobre € tiempo total

EnlasTablas9, 10y 11 se representan |os tiempos insumidos por los distintos rubros
discriminados mensudmente. En laFigura 12 se grafican las horas-hombre
discriminadas mensuamente y en la Figura 13 discriminadas por rubros.

Rubros Ago-00 | Sep-00 | Oct-00 | Nov-00| Dic-00 | Ene-01 | Feb-01 | Mar-01

Estudio Proyecto 73 120 115 115 122 97 20 70

Implementacion y desarrollo 10 45 50 65

Documentacién 45 15 5 1 7 2 10 12

Horas Docente 4 4 7

/Asistenciaa cursos

Tareas Administrativas 20 10 5 20 10 10 7 3

Tolales 138 149 129 143 149 154 157 150
Tabla 9 Digtribucion de tareas por mes (Ago-00 a Mar-01)

Rubros Abr-01 |May-01| Jun-01 | Jul-01 | Ago-01| Sep-01 | Oct-01 | Nov-01

Estudio Proyecto 63 60 63 70 82 111 70 47

Implementacion y desarrollo 72 85 58 58 57 65 72 55

Documentacion 5 3 4 2 100 130

Horas Docente 5 1 4 5 1

/A sistencia a cursos 12 4 12

Tareas Administrativas 25 7 2 6 15 19 11 10

Tolales 165 160 146 142 156 199 270 243
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Tabla 10 Distribucidn de tareas por mes (Abr-01 a Nov-01)

Rubros Dic-01 | Ene-02 | Feb-02 [ Mar-02 | Abr-02 [May-02| Jun-02 | Total %
Estudio Proyecto 21 86 52 100 72 19 1718 43
Implementacion y desarrollo 125 145 131 147 55 1295 32
Documentacién 30 30 70 60 115 55 701 17
Horas Docente 1 2 4 4 52 1
/A sistencia a cursos 28 1
Tareas Administrativas 6 25 7 2 12 12 244 6
Tolales 57 0 267 274 295 350 145 4039 100
Tabla 11 Digtribucién de tareas por mes (Dic-01 a Jun-02)
Distribucién de horas por meses
400
350
300
250 ] TH
200 — —
150 — —1
100 A — 1 — — 1 1
50 A ] 1 ] ] T — 1 [
0 ——— T
00 N QQ 00 S "\, NG Q'» & 9» Q\/ Q'\, Q’\, Q'\, I > 9% NG Q’L Q“u NN
W o Q;Q S ¥ T N szﬁ N 3° ¥ ¥ o eo“ F @ & X szﬁ N

Tabla 12 Digtribucion de horas por mes

Distribucion de horas por rubros

Estudio
Proyecto

Implementacién

y desarrollo

Documentacion

Horas Docente

Asistencia a
cursos

Tareas
Administrativas

Tabla 13 Distribucion de horas por rubro
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12.3 Costos de desarrollo

Los costos de desarrollo se podrian diferenciar en dos partes:

12.3.1 Compras

Rubro Us$s
Papeleria 320
Cartuchos Impresora 70
CD’s 280
Fotocopias 120
Paper 12
Navegacion Adinet 600
Matlab v6.0 1625
\Visual Studiov3.0 3900
\Varios 1350
Total 8277

Tabla 14 Costos por compras

12.3.2 Costos de desarrollo

Estos se reflgian en las horas-hombre insumidas paralaredizacion dd Proyecto.
Ladedicacion horariasiguio laevolucion de lastablas 9, 10y 11, por un total de 4039 horas-

hombre.

Estimando en U$S 20 la Hora- Hombre, surgen los costos discriminados por rubro como en

tabla 15

Tarea Horas USS
Busqueda bibliografica 565 (11,300
Busgueda de material 159 3,180
Estudio 828 |16,560
Programacién en Matlab 865 |17,300
Compilacién 308 6,160
I nstalacion de programas 122 2,440
Evaluaciones 166 3,320
Documentacion 701 | 14,020
Horas Docente 52 1,040
/A sistencia a cursos 28 560
\Varios 244 4,880
Totales 4039 | 80,778

Tabla 15 Costos de desarrollo por tarea
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En resumen:
Us$s %
Costos de compras 8277 9
Costos de desarrollo 80778 91
Costos totales 89055 100

Tabla 16 Resumen de costos

Distribucion de porcentual de costos

9%

OCostos de compras
B Costos de desarrollo

91%

Figura 169 Didtribucion de costos sobre € total

12.4 Posibilidades de comercializacion de IMPETOMI

A continuacion se redliza un estudio de la viabilidad econdmicadd desarrollo

de IMPETOMI s se hubiese pensado como un proyecto empresarial, por otro

lado también se estudiala viabilidad del desarrollo de una verson comercia de IMPETOMI
unavez finalizado € proyecto de fin de carrera.

En ambos puntos se despreciaen € costo de cada licencia, € costo decadaCD y la

papel eria necesaria (folletos, manuales, etc).

12.4.1 Desarrollo como proyecto empresarial

El costo de desarrollo de IMPETOMI v1.0 es aproximadamente U$S 90.000. Desarrollar una
nuevaverson: IMPETOMI v2.0 lista para comerciadizarse tendria un costo estimado de U$S
16.000 (una estimacion de gproximadamente 8000 horas hombre). Sellegaaun totd de

USS 106.000 paralograr un producto comercidizable.

A lo anterior se deberia agregar € costo de creacion de unaempresade

distribucién y soporte ddl software IMPETOMI, donde se debe tener € cuenta d gasto

en infraestructura, software de desarrollo, etc. El sobrecosto se estimaen

aproximadamente U$S 10.000. Con esto sellegaaun total de U$S 126.000.

Existe ademas una dependencia con € hardware que actua mente esta
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desarrollando € grupo de proyecto IMPETOMC. Se supone entonces que IMPETOMC logra
un precio de venta de cada dispositivo con sus correspondientes el ectrodos de aprox. U$S
1000

(precio de plaza). Estas suposi ciones se fundamentan en que € costo de los componentes del
dispositivo de medida que logra IMPETOMC rondan los U$S 400 alafecha

Debido d estado de avance de la EIT actua mente existen muy pocos sistemas de tomografia
por impedancia en € mercado, de los que no tenemos idea de precios. En latabla 17

sguiente se detalan € nimero de licencias que seria necesario vender paraamortizar los

US$S 110.000 suponiendo tres precios posibles de venta.

Precio de ventade cadalicencia NUmero de licencias que amortiza
2000 126
3000 63
4000 42
5000 32

Tabla17 amortizacion delainversdn

Como & ndmero de unidades a vender es muy dto parad pequefio mercado

uruguayo, no seriaviable laredizacion del proyecto empresaria desde cero, amenos

gue se hubiese pensado en la exportacion del producto. Debe tenerse en cuenta que, debido a
su sgnificativa bgja caidad de imagen relativa respecto a otras técnicas de tomogréfia, €
precio de ventadd producto IMPETOM debe mantenerse muy por debajo del precio delos
equipos convencionaes de tomografia para permanecer competitivo. Dado o
extraordinariamente elevados que son esos precios se estima que un precio de ventafina de
US$S 4000 seria aceptable,con 1o que laventa de 42 licencias amortizarialainverson inicid.

L os costos de produccidn debidos alafolleteria, manudesy CDsYy los gastosfijos
mensuaes en dquiler de un gpartamento o loca, impuestos, etc se estiman en U$S 1000.
Estos costos serian cubiertos con los beneficios del soporte prestado alos equipos vendidos.
Este soporte consgtiria en la atencidn de posibles consultas o falas de IMPETOMI,

y Se estima en una atencidn mensua por licencia de dos horas de duracion. En estas
condiciones'y habiendo vendido d menos las 42 copias minimas seria necesario

disponer de 84 horas hombre mensuaes, 21 horas semanales suponiendo que la

atencion serediza de lunes aviernes. A un precio de venta de U$S 20 la hora de soporte, se
obtendrian U$S 1680 mensuaes por este concepto, suficientes para mantener la

empresa aunque merme la venta de licencias. En latabla 18 se repite este andisis para

el caso en que selogran vender 10, 100y 1000 licencias.

NuUmero de licencias vendidas Ingreso por concepto de soporte
10 400
100 4000
1000 40000

Tabla 18 ingresos por soporte
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12.4.2 Desarrollo de una version comercial

Suponiendo que se contintia con € desarrollo de una verson comercia de
IMPETOMI unavez finalizado € proyecto defin de carreray 9 no seincluyen los
costos de éste se deberian descontar los U$S 80.000 estimados. En estas condiciones
s0lo deberian tomarse en cuenta los restantes U$S 36.000 por o que latabla 18 seve
modificada, obteniendo los resultados de latabla 19:

Precio de ventade cadalicencia NUmero de licencias que amortiza
2000 36
3000 18
4000 12
5000 9

Tabla 19 amortizacion delainversdn

Suponiendo un precio de ventade IMPETOMI en U$S 4.000 para hacerlo muy
competitivo en & mercado solo es necesario vender 12 licencias para amortizar los U$S
36.000. Esto es muy dentador ya que es un nimero razonable para el mercado uruguayo.
También hay que tener en cuenta la posibilidad de asociacion con un especidistas en

patol ogias pulmonares junto con una empresa desarrolladora de software con € fin de lograr
un producto de

mayor caidad y respaldo ampliando asi |a posibilidad de penetrar en € mercado. Cabe
resdtar la ventgja sobre los competidores extranjeros de tener agui alas personas quelo
desarrollaron.

De los puntos anteriores se concluye que mientras que un desarrollo completo

del producto no es viable econémicamente, s |0 seriala creacion de una versién
comercia de IMPETOM | paralo que seria necesario hacer un estudio més acabado del
mercado Yy las posibles asociaciones antes mencionadas.
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Apéndice A La relacion de sensibilidad de
Geselowitz

En este gpéndice se explica larelacion de senshilidad desarrollada por Barber (1990).
Lardacion de sengbilidad vista anteriormente en € capitulo 5 esla sguiente:

g=cpNfNYdv Ec.A.1

Donde s eslaconductividad delaregion W, Nf y Ny son los gradientes de potencia los
cuaes se generan cuando una corriente unitaria se aplicaa un par de electrodos deW, g es
lamedida de voltge entre uno de los pares de e ectrodos cuando una corriente unitaria es
aplicadaalaregion por € otro par de eectrodos.

Esto se puede plantear en funcidn de la conductividad uniforme s :

g=¢s, +s  )Nf, +Rf YNy +NY )dv Ec.A.2
Donge:

s =s,+s, Ec.A.3
g=g,+g, Ec.A4
Nf =Nf, +Nf Ec.A.5
Ny =Ny, +NY Ec.A.6

Dondeu y p representan los valores uniforme 'y perturbado.
Desarrollando parte de lala ecuacion A2 se obtiene:

g=cpNf NY dv+ N NY dv+ sNf NY dv+ osNf NY dv Ec. A.7

w w w w

apartir delaformula5.6:
g .SNY ds=f N(sNY jdv+epNf Ny dv Ec.A.8

donde G eslafronterade WYy ds es un vector unitario normd alasuperficie.

Delaecuacion 3.11:
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sN2y +Ns RNy =0 Ec.A.9

Comoy =v, +Y yR?  =0,entonces
sk =-Ns Ry Ec. A.10

Delaecuacion A.9 desarrollamos N.(sNY )

N(@ENY )=NsKNyY s N? Y,
=Ns Ny - Ns ~Y
T ) o Ec. A.11
=Ns Ry -RNsKy, - Ns Ry
=-Ns NY
entonceslaecuacion A.9 queda:
d SNy ds=-§ Ns Ny dv+ pNf NY dv Ec.A.12
como Ns , = Oentonces Ns , = N's , por lo tanto:
g .s\Y ds=- ¢ Ns KNy dv+ sNf NY dv Ec. A.13
G w W
apartir de laecuacion 5.6:
6 S NY ds=¢f N(s NY dv+ s NfNY dv Ec. A.14

realizando un desarrollo Smilar d delaecuacion A.12; N(s NY ) =-Ns Ny, porlo
tanto:
(‘-j s Ny ds= duNsp.NYudv+ o Nf NY dv Ec. A.15

u= p

Sumando las ecuaciones A.13y A.15:
g .5, NY ds+f ,sNY ds=¢sNf RY dv+ep NFNY dv Ec.A.16

G

Laexpresion ¢fsNY ds sepuede desarrollar delasiguiente forma

G

C‘,‘sNYds—ds NY , ds+ Ost NY ds+dsNY ds Ec. A.17

El tédmino s N Y ds eslacorriente normd que atravleﬂa la frontera después de los cambios
ens mientrasque s NY ds eslamismacorriente previaalos cambios. Como la corriente

gue utilizamos es congtante, dichos términos son iguales, por |o tanto la ecuacion anterior
queda:
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gNs NY ds+ FsNy ds=0 Ec. A.18
Entonces gplicando laiguadad anterior en laecuacion A.16, llegamos a

Nt NY dv=-cp Nf NY dv Ec. A.19
Utilizando un argumento Smilar llegamos a

Nt Ny dv=-cp Nf NY dv Ec. A.20

w

Por |o tanto utilizando los resultados A.19 y A.20 laecuacion A.7 se transforma en:

g=cpNf NY dv- 208 Nf NY dv+ N NY dv Ec.A.21

El primer término de la ecuacion anterior se puede desarrollar de la siguiente forma:
c¢Nf NY dv=ps Nf NY dv+ s NFNY dv Ec. A.22
Entonces la ecuacion A.21se transforma en:

g=cp NfNY dv- & NfNY dv+ gNf RNY dv Ec. A.23
Teniendo en cuentala ecuacion A 4:

g, = (‘)suNf Ny dv

Entonces;
g,=- o NfNY dv+ osNf RY dv Ec. A.24

En laecuacion A.21 € segundo termino es pequefio S s, es pequefia por |0 que puede ser
ignorado, por lo tanto la aproximacion que obtendremos en este Apéndice es vdida para
pequerias perturbaciones de la conductividad uniforme,

Entonces los cambios de los valores de las medidas sobre la frontera se pueden expresar de la
sguiente forma:
g,=-op NFNY dv Ec. A.25

w

Considerando € segundo termino, podemos escribir:
d ,SNY ds=§ N(sNY )dv+ osNf Ny dv Ec. A.26

También podemos escribir:
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g s NY.ds=§ N(s Ny, )dv+pNf RNy, dv

Cons derando argumentos mostrados anteriormente:
osNf Ry )dv=-¢p Nf NY dv
w

w

Sudtituyendo:
g,=- o NFNY dv- 3 Nf NY dv

w

Findmente:
g,=- ¢ Nf NYdy

w

Lacud eslaexpresdn de Gesdowitz.
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Apéndice B Meétodo de Elementos Finitos

Representacion de un campo de una dimension
Consderar d problema de encontrar una expresion matemética u (x) que represente un

campo de unadimension, por gemplo lamedida de latemperatura ' en funcion dela
digancia x alolargo de unabarracomo lo muestralafigura67(a) donde los puntos son
las medidas de temperatura.

i i

[EA] (13
Figura 170 Temperatura en funcién de la posicion

Unaformaes utilizar unaexpresion polinomia u(x) = a + bx + cx® + dx® + ........ y edimar
los valores de los parédmetros a, b, ¢, d ,.... groximando por minimos cuadrados en las
medidas.

A medida que se aumenta e grado del polinomio se logramayor exactitud en los puntos de
mediday ademés @ hecho de ser un polinomio permite diferenciar o integrar la expresion
faciimente.

El problema surge d aumentar considerablemente @ grado del polinomio de formade
lograr unamayor exactitud, € polinomio comienza a oscilar inaceptablemente entre los
puntos de medida como lo muestralafigura 67 (b).

Para evitar esto, manteniendo |las ventgjas de |os polinomios de bgjo orden, sedividela
barra en tres subregiones y se utiliza polinomios de bgjo orden en cada subregion llamada
elemento.
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En lafigura 68(b) podemos apreciar tres polinomios lined es gproximados
independientemente a las medidas por minimos cuadrados en cada e emento.

(al

Figura171 Campo y aproximaciones linedes atrozos
Funciones base lineales

Un nuevo problema aparece en lafigura 2(b): los polinomios linedles a trazos no son
continuosen « en las fronteras entre |os e ementos.

Unasolucion esforzar los parametros a,b, ¢, d,.... paraasegurar lacontinuidad de u enlas
fronteras de |os € ementos, pero una mejor solucion es reemplazar los parametros a y b en

el primer elemento por los parametros u, y u, loscuadessonlosvaoresde ' enlos
extremos ddl demento.

Se puede definir entonces una variacion lineal entre etos dosvalores (1, y u,) dela
gguiente forma;

ule)=1- e)u, +eu, Ec.B.1
Donde e (O£ e £ 1) esunamedidanormdizadadeladisanciaalo largo delacurva

Se define

jile)=1-e Ec.B.2
j.e)=e Ec.B.3
por lo tanto:

”(e) =] 1(e)”1 +] z(e)uz Ec.B.4

Esta expresion son las funciones bases asociadas con los valores v, y u, enlosnodos.

Lasfuncionesbasesj ,(e) vj ,(e) sonlineasrectas que varian entre 0y 1 como lo muestra

lafigura 69.

Fgura 172 Parametrizacion en las funciones base
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Siempre es conveniente asociar € valor en € nodo u, con e dementoy € nodo n 'y

mapear latemperatura U | definidaen @ nodo globa D , sobre e nodo local » dd demento
e mediante @ uso de una matriz de conectividad, por gemplo:
un = UD(n,e)

donde D(n,e) esd nimero globa del nodoloca 7 del demento e

Ec.B.5

Ejemplo:
Lafigura 70 muestrala relacion entre los nodos globaes y |os nodos de cada € emento:

node | node 2 mode 3 o 4

global nodes: I » 17

N
B
::ICII Ll i3 k 2 Ty p iy

1 4 I
clement 1 clement 2 = clement &

Figura 173 Mapeo alas coordenadas locaes

Parad primer el emento (primera interpolacion):

ule)=j,(eu +j ,(eu, Ec.B.6
Donde

wu,=U, yu,=U, Ec.B.7
Parad segundo eemento:

ule)=j ,(e)u, +j ,(e)u, Ec.B.8
Donde:

u,=U, yu,=U, Ec.B.9

El parametro U, escompartido entre e primer y & segundo eemento por |o que se verifica
la continuidad de la temperatura.

Delamismaformaen d tercer demento u seinterpola de lasiguiente forma:

u(e)=j,(eu +j ,(e)u, Ec.B.10
Donde:
u,=U;yu,=U, Ec.B.11

El pardmetro U, escompartido entre e segundo y € tercer demento verificando la
continuidad de la temperatura.
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i | nodo3
: .
- E nodo 2 re
- —4 :
T :!/ . :“'“--._ ' n9do4
.

gl

elemento 1 elemento 2 elemento 3

Figura 174 Interpolacidn con las funciones base

En lafigura 71 se puede apreciar la interpolacion tomando los nodos como parametrosy las
funciones base. En este caso |la temperatura es continua en [os nodos o seaen lafronterade
los elementos.

Funciones Base como funciones de ponderacion

Es Uil interpretar alas funciones base como funciones que ponderan las medidas en los
nodos.
Por gemplo en primer elemento:

Paae=0 u©) = @- Ouy, +Ou, = u,
Corresponde & valor de u en € lado izquierdo del elemento € cual esindependiente de u,

Para e = % u(%) =(1- }{1)u1 +}{1ru2 = %”1 +}{Iru2

El resultado depende de «, y de u, teniendo un mayor peso la dependenciade.

Parael casode e= }é la dependenciade u, y de u, esidénticamientras que para e = A

la dependenciamayor esde u, .

Paae=1 u(@®=Q1Q- Du, +u, = u,
Corresponde & valor de « en € lado derecho del elemento € cud es independiente de

Ademés las funciones de peso pueden ser consideradas como funciones globales como 1o
muestralafigura 72 donde lafuncion globa w, asociadad nodo globa » se congtruye a
partir de las funciones base en los e ementos adyacentes a dicho nodo.
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Figura 175 funciones base para cada nodo

Como s muestraen lafigura 72 lafuncion global w, e damayor peso a parametro global
U,, Yy lainfluencia de dicho parametro decae linedlmente en ambos elementos adyacentes a
dicho nodo.

Ahora se logro una descripcion paramétrica atrazos de latemperatura u(e) , pero para
poder definir u(x) esnecesario definir larelacion entre x y e para cada el emento.

Unaformaes definir x como unainterpolacion entre los valoresde x de los nodos.
Por gemplo parad primer demento:

x(e) =j ,(e)x; +j ,(e)x, Ec.B.12
Laexpresion de la temperaturaen funcion de x y u(x) se define mediante:

u@)=3§ i ,(eu, Ec.B.13
xe)=ai.(e)x, Ec.B.14

n

donde la sumatoria se redliza sobre todos los nodos del emento y € parametro e
(coordenada del emento) relacionalatemperatura . con laposicion fisica

x(e) mapeaentre e espacio matemético O£ e £ 1y € espaciofisico x, £ x £ x, comolo
ilugralafigura73.
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£=10.2 2 e (zhatE =02

Figura 176 Mapeo de las funciones base

Funciones base Cuadraticas

Lapropiedad esencid de las funciones base definidas anteriormente es que la funcion base
asociada a un nodo particular a ser evaluada en dicho nodo tomad valor 1y tomae vaor
0 en cuaquier otro nodo dd demento (parad caso de funciones base lined es).

Se pueden definir funciones base parainterpolaciones de mayor orden.

Por gemplo, una variacion cuadrética de « sobre un elemento necesita como parametro 3

nodos u,,u, y u,.

u@)=j(eu, +j ,(eu, +j s(e)u, Ec.B.15

Ejemplos de funciones cuadréticas se muestran en lafigura 74 junto a sus expresiones
mateméticas.
e ) s

L

" P
b 5}

(e (£)

Figura 177 funciones base cuadréticas
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Notar que dado que j ,(e) debeserOen e= 0.5y e=1 (nodo 2y 3), entoncesj , (e)
contiene los factores (e- 0.5) y (e- 1) ycomoj ,(e) debeser 1en e = 0 (nodo 1)
entonces.

j,(e)=2(e- 05 y(e-1 Ec.B.16

Elementos2D y 3D

Las funciones base hilineales se congtruyen a partir del producto de las funciones base
lined anterior.
Por gemplo para un elemento cuadrado:

u(e,e,)=j (e e)u +j ,(e,e)u, +j s(e,e)u, +j ,(e,e,)u, Ec.B.17

Donde las funciones base hilineales son las Sguientes:

jilene)=>10-¢)l-e)

i.lene)=el-e)

islene)=(Q1-e)e,

jisene)=ee Ec.B.18

Figura 178 Funciones base para € ementos cuadrilateros

Como en d caso anterior lageometria dd eemento se define en términos de las posiciones
del nodo (x,,y,) conn =1234

x=3i,(ene)x, Ec.B.19
y=3ai.le,e)y, Ec.B.20

Estas ecuaciones mapean € espacio matemético (e,,e,) Of e,e, £1 con d espacio
fisco (x, ).
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BHementos triangulares

L os elementos triangulares no pueden utilizar las coordenadas e, v e, definides
anteriormente para los productos tensoriales.

L as coordenadas naturales para | os tridngul os se basan en relaciones de &reas y son
llamadas Coordenadas de Area.

IL'.E iIﬁl.lurﬁ:l

Arca 2%

e

b 2 [Tz
T Trin) " . ks
At
% " "'-" =10
" RS
1 L b ]
'\-_L : |r.'| = ¥
.l'\. L; e, '_..;‘

Figura179 Coordenadas de Area
Como lo muestralafigura 76 la coordenada ddl punto P se define como:

1 x yll x vy
L_Area<P23> 1 ' ' (a, + byx +cy)

_Area<P23> 1l & _ Ec.B.21
1T rea<123s 2| 2 T 2 20

X; Vol 1 x5 vy

Notar que L, eslinedden x e y.

Andogamente para los otros nodos:

A P13 11 R I (a,+b )
rea < > a,+b,x+c,y
L = —— ——— -1 x n x =2 2 2 Ec. B.22
2% drea<123> 2 & Yo T2 2 20
1 x, vl x5 v,
1 x yig x »n
Area < P12> 1 (a, + byx + c,y)
L =— " -1 x 1 x =3 3 3 Ec.B.23
37 Urea<123>  2[ r AT T2 e 2D
1 x, v,|[1 x5 v,
Donde
a, = X, Y3 - X3), A, = X3y, - X1)3 Az =-X1Y, - X
by=y,- ys b,=-ys;-» by=-y.- ¥,
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C, = Xg- X, Cy= - X, - Xg Ca=-X,- X; Ec.B.24

Lacoordenada Area L, varialinedmente desde L, = O cuando € punto P coincide con €

nodo 2 o € nodo 3, hasta Z, = 1 cuando P coincide con € nodo 1 por o que puede

utilizarse como la funcion base parad nodo 1 de un eemento triangular con 3 nodos.
Por lo tanto, lainterpolacion lineal en un eemento triangular se puede expresar como:

ulx,y)=j 1, V)uy +j ,(x, V)uy +j 5(x, ¥)us, Ec.B.25
Donde ii=L

i =1L,

ja=Ly=1- L - L, Ec. B.26

Ejemplo: Conduccion del Calor en estado estacionario en una dimension

Como gemplo de resolucion de una ecuacion diferencid mediante e ementos finitos se
resolveralaecuacion del calor en unabarra en estado estacionario (andlisis en una
dimendgdn).

Laecuacion B.27 surge de un smple baance de caor sobre unaregion del materia
conductor:
la variacion del flujo de calor = fuente de calor por unidad de volumen

di (flujo de calor) + cantidad de calor por unidad de volumen =0
X

i( k@) +q(Ju,x) =0 Ec. B.27
dx dx

donde u eslatemperatura, g(u,x) esd cdor acumuladoy & eslaconductividad térmica
(WattsIml° C).

Considerar € casoenque g = u.

i(-k@)+u:0 O<x<1 Ec.B.28
dx dx
con las siguientes condiciones de borde:
u(0) =0
Ec. B.29
u(®=1
Laecuacion B.28 para k =1 tienelasguiente solucion:
u(x) = c (e"-e™) O<x<1 Ec. B.30

e?-1
Con lacud podemaos comparar la solucion gproximada por € ementos finitos.
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Como se puede ver en [23], para resolver la ecuacion B.28 mediante € método de
elementos finitos son necesarios |os Sguientes pasos.

I. Plantear laexpreson integrd delaecuacion ddl calor.
I1. Integrar por partes (1D) o utilizar € Teoremade Green (2D o 3D) parareducir €
orden de derivacion.
[11.  Introducir la gproximacion de FEM parala Temperatura tomando como parametros
los nodos utilizando las funciones bases en los e ementos.
IV. Integrar sobrelos dementos para calcular los dementos dela Matriz de Rigidez.
V. Ensamblar las ecuaciones globaes.
V1. Aplicar las condiciones de borde.
VII. Resolver las ecuaciones globales.
VIII. Evdua losflujos

Ecuacion Integral

En lugar de resolver la ecuacion B.28 directamente, plantearemos € residuo ponderado:

ORwdx = 0 Ec.B.31

Donde R ese residuo paraunasolucion u gproximada

R=- i(kﬂ)+u Ec. B.32
dx  dx

y w esunafuncion de ponderacion que se eegird mas abgo.

S u fueraunasolucion exactaen todo € dominio, € residuo R serd 0 en todo € dominio.
Pero dado que en problemas reales no sucede esto € objetivo es encontrar una solucion
goroximada u paralacud € resduo o € error se distribuyen sobre todo € dominio.
Sustituyendo la ecuacion B.32 en la ecuacion B.31:
1

N d d .
O - — (k=) w+ uwydx =0 Ec. B.33
o1 dx  dx E
Estaformulacion de la ecuacion del Sstema puede ser interpretada como que se fuerza d
residuo o error igualandolo a cero en promedio. Mas precisamente, se elige w de modo que
el residuo seaortogond d espacio de funciones utilizado en la gproximacion de u .

Integracion por partes

Lamayor ventga de la ecuacion integra es que € orden de las derivadas dentro de la
integral se puede reducir de dos a uno mediante laintegracion por partes (o de forma
equivaente parad problema en 2D mediante @ Teorema de Green).

Por lo tanto sustituyendo:

f=w y g:-k% Ec.B.34

I ntegracion por partes:
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Of—dx [f.gls - gdidx Ec.B.35
0
Entonces.
1

d du dui du dw
(‘)—(-k—)wdx— w(- k—) ( k—. —)d Ec. B.36
o dx dx 0 dx

Laecuacion B.33 setransformaen:
o(kd—” D wyex = k@“ Ec. B.37

5 x dx g a’xuo

Aproximacion por Elementos Finitos

Sedivide e dominio O< x <1 en 3 dementosdeigua largo y se reemplazad campo
variable continuo u(x) dentro de cada elemento por la gproximacion en e ementos finitos:

u(e)=j (eu, +j ,(eu,=j ,(e)u, Ec. B.38
x(e)=j (e)x, +j ,(e)x, =j ,(e)x, Ec. B.39
Donde

jiie)=1-e Ec. B.40
j.e)=e Ec. B.41

Son lasfunciones base linedespara u y x .

También seasume w=j , hipotessde Gaerkin. ESto fuerzad resduo R aser ortogonal

a espacio de las funciones utilizadas para representar la variable dependiente u , De esta
forma se asegura que € residuo o error se reduzca monétonamente a medida que d tamafio
de los dementos se reduce (refinamiento de la Grilla).

El dominio de integracion de la ecuacion B.37 se reemplaza por lasumade integraes
tomados separadamente sobre |os tres el ementos:

1 % % 1
de de + Ofx + opx Ec.B.42
%o %

y cadai ntegrd de cada elemento se toma sobre d espaciode e :
X2 1
o =/ de Ec. B.43

0
Donde J = ad es d Jacohiano de latransformacion de la coordenada x en la coordenada

de

180



IMPETOM |

Calculo de las integrales por elemento

Lasintegrales en los dementos surgen dd miembro izquierdo de la ecuacion B.37 y tienen
lagguiente forma

du d
O(k—“ 2 uw)Jde Ec. B.44
o dx dx

Donde u=j ,u,y w=j,,.
Dado quetanto j , comoj , sonfuncionesde e laderivadarespecto de x debe ser

transformada en una derivada respecto de e, por |o que la ecuacion B.44 tomalasguiente
forma'

, de dj de
de dx de d

i, )Jde Ec. B.45

0

Notar que u, no depende delavariable e .

El término de se evaUia mediante la sugtitucion la gproximacion por eementos finitos

dx

x(e)=j X
EnestecaSOx_leo@-ByelJacoblanoesJ_d—x:E.
3 dx de 3

El término multiplicador de los parametros (nodos) u, se denomina Matriz de Rigidez,
E

1 . . . .
di de dj d dj 1
E, =gk 2 e D22 55 Vde= O(k Sn38r3.) ), )5de EcB
5 de dx de dx de 3

Dondelosindices m yn son10 2.
Paraevaluar £, sesudituye |as funciones base:
di ,

j.(e)=1-e 0 =-1 Ec. B.47
de

: dj ,

i,le)=e 0 =+1 Ec. B.48
de

Por IotantO'

dj 1t 1 1
o(9k( L1)2 4 1,,)261:5(‘3(%(-1)2 +(1- e)zde:§(9k+ §) Ec. B.49
0

Delamlsmaforma
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1 1
E_ =FE ., ==—(-9%+= Ec. B.50
12 21 3( 6)
1 1
Ey = 5(9/C + 5) Ec.B.51
Entonces:
51 1 1 1.0
SS(k+D) (- 9%k + )y
E, = é13 31 31 16 1] Ec. B.52
e—(-%+3>) Z(%+3)q
83 6 3 30

Notar que laMatriz de Rigidez por el emento es Smétrica, también notar que para este caso
en particular es lamisma para todos los eementos.
Para smplificar los cdculos, tomaremos & = 1 de ahora en adelante.

Ensamblado

Lastres matrices de rigidez (parak=1) se se ensamblan en unaMatriz de Rigidez Globd.
Este proceso se muestra en la sguiente figura donde las columnas 1.4 de lamatriz de
rigidez globa son generalizaciones de las funciones base asociadas alos nodos 1..4:

Notar que como cada matriz de rigidez se solapa con su vecina dado que comparten un
nodo globa comun.
Ensamblando llegamos a

e 33 0 0 4

) 18 S U

¢ 53 28 28 53 g Jevad

618 9 9 18 0eVzq

: 55 8.2 e Ec. B.53
e 18 9 9 18u&,u

é 53 og ueed

e 0 0 ]

- — —

é 18 9

Notar que la primer columna (generadora dd flujo de calor del nodol) contiene ceros
multiplicando U; y U, debido aque los nodos 3y 4 no tienen conexion directa através de
las funciones base con € nodo 1.

Las matrices de eementos finitos Sempre son sparses (matrices con muchaos ceros) dado
que las funciones base son locales alos e ementos.

La parte derecha de la ecuacion B.37 se puede expresar de la siguiente forma

, ‘x:l
G, :(kﬂw) - (kd—”w) Ec.B.54
g dv H._, dx |, dx |,

para evaluar estas expresiones consderar las funciones de peso w correspondiente a cada
nodo global. Parael nodo 1 w; seobtiene apartir delafuncion base j , asociadad primer
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nodo del primer demento y por lo tanto W1|x=o = 1. También, dado que w;=0fueradd

demento 1, w,|  =0.
Por lo tanto laecuacion B.54 parad nodo 1 sereduce a
é d_u L]x:l

du
/s , =-(k—
e d Wlu ( dx)

e X Uy-0

flujo entrante al nodo 1 Ec. B.55

x=0

andogamente:

x=1

é du 0

K—w
n\

é dx Uy-0

=0 nodos2y3 Ec. B.56

x=1

é du 1 du
AK— W, - = - k—
ygkdx “H ( dx)

U,-0

flujo entrante al nodo 4 Ec. B.57

x=1

Ensamblando estas ecuaciones globaes llegamos a

¢8 3 0 - o
2 9 18 (P 7 S I

€ 53 28 28 53 v eUjn & ( dx) L

‘e e 1w Cuge 0

é p _

&g .58 28 28 Bey,a & o U Ec. B.58
é 18 9 9 18U€, 0 & gy G

° 53 og ug”al & (k—) ¢

é o o " 1a A O é dx x=1 g

e 18 9 0

-t Ec. B.59

Tomando las condiciones de borde de la ecuacién B.29, u(0)= U;=0y u(1)=U,=1, queda
determinado & ssemay sugtituyendo:

U,=0.2885

U3=0.6098

También quedan determinados los fluj os entrante y sdiente:

= - 0.8496

x=0

du
(k g)

=1.1357

x=1

du
(k E)
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Conclusiones

Este método de caculo de ecuaciones diferencides es muy Uitil, y en cierta medida fécil de
utilizar. En d problema de laresolucion del problema directo se adapté € método
utilizando directamente las coordenadas globales sin pasar por la parametrizacion en
coordenadas locales, de esaforma se smplificaron los cdculos como se detdlaen €
capitulo 9.
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Apéndice C Respuesta a perturbaciones
simples

Se muedtran alaizquierda la distribucion de conductividad origind (Smulada) y ala
derecha d resultado de la reconstruccion segiin @ método correspondiente.

Con “C” serepresentalaubicacion del centro de laperturbacion'y con “D” € didmetro de
lamisma El diametro de laregidn circular es uno.
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Reconstrucciones smples utilizando € método de Matriz de Sengibilidad. En todos los
casos @ pico de ladiscontinuidad es de 20 mScmt
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Recongtrucciones smples utilizando  método de Retroproyeccion. En todos |os casos
el pico de ladiscontinuidad es de 20 mScm?.
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Recongtrucciones smples utilizando € método de Newton Raphson. En todos los casos

el pico deladiscontinuidad es de 6 mScmt.

I”‘

l

L1

as

4

a5

2 K]

?=. |

2 3
EA

Fgura216 Origind, C: 0.0D: 0.1

i
a5
e
4
i
4
1
3 S

Figura218 Origind, C: 0.0D: 0.2

a5

Lk}
4
4

Ll
3.
1 813

Fgura220 Origind, C: 0.0D: 0.3

192

Figura 217 Recongtruccion

Figura 219 Reconstruccion

as
4
A ‘
1
15

Figura 221 Reconstruccion




IMPETOM |

e
BE I:
=4 L He
(K] a1
s 3 33
4 . 2z
T.85
18 0
1 HE] 31
¥ =
LR -
2 |;| 14 -
5 k

Figura222 Origind, C: 0.5D: 0.1 Figura 223 Reconstruccion

14
18

4
A

33
a5 I' - B
. 33 T
5
A 5
- 1
4
i
35 | 23 74
] ) 5 ~EL]
234
2 1 18 i
I3
A

Figura224 Origind, C: 0.5D: 0.2 Figura 225 Reconstruccion

& 1
a8 L]
. 5
- - 'E]
(K] T
as -
]
4
i a5
3. 1 i
3 IE] z
LR
g < i

Fgura226 Origind, C: 0.5D: 0.3 Figura 227 Reconstruccion

193



IMPETOM |

IH‘

LR

4

4
Ll

a5
1 813

234
z 3
|E-:I

Figura228 Origind, C: 0.75D: 0.1

E
£
L]
a3
4
L]
1
1 813

Figura230 Origind, C: 0.75D: 0.2

a5

Lk}
4
4

Ll
3.
1 813

Figura232 Origind, C: 0.75D: 0.3

194

Figura 229 Reconstruccion

A
i

Figura 231 Reconstruccion

Figura 233 Reconstruccion




IMPETOM |

Referencias

[1] Peter Metherdl, “ Three Dimensiond Electrica Impedance Tomography of the Human
Thorax,” athesis submitted for the degree of Doctor of Philosophy, Department of Medica
Physics and Clinica Engineering, University of Sheffidd 1998.

[2] M. Cheney, D. Isaacson, J. C. Newel, “Electrica Impedance Tomography,” SIAM Review, Val
41, No. 1, pp. 85-101, 1998.

[3] Marko Vauhkonen, “Electrical Impedance Tomography and prior information,” Ph.D. thesis,
Kuopio University publications, 1997.

[4] K. Boone, D. Barber and B. Brown, “ Imaging with dectricity: Report of the European
Concerted Action on Impedance Tomography,” Journa of Medica Engineering & Technology,
Vol 21, Number 6, PP. 201-232, 1997.

[9] R. Guardo, C. Boulay, B. Murray and M. Bertrand, “An Experimental Study in Electricd
Impedance Tomography using backprojection recongtruction,” |EEE Trans. Biomed. Eng. Vol.
38, pp. 617-627, No. 7, 1991.

[6] D. C. Barber and B.H. Brown, “Recent developments in applied potential tomography-APT ,”
9" International Conference Information Processing Medical Imaging, Washington, 1985,

[7] C. Lépez, “Repartido de minimos cuadrados,” CECAL, Facultad de Ingenieria, Universidad
Mayor de la Republica, Uruguay, 1997.

[8] P.C. Hansen, “Regularization tools, a Matlab package for andyss and solution of discreteill-
posed problems; version 2.0 for Matlab 4.0,” tech. rep., Université Paris-Sud, Centre d' Orsay,
France, 1993.

[9] N. Polydorides, “First Report Year 1998," http://skoda.ee.umist.ac.uk/nick/et.htm.

[10] P.C. Hansen, “The L-curve and its use in the numerica treatment of inverse problems,”
Department of Mahematica Moddling, Technicd University of Denmark, Denmark.

[11] C. Cohen-Bacrig, Y. Goussard and R. Guardo, “ Regularized recongtruction in Electrica
Impedance Tomography using a variance uniformization condraint,” IEEE Transaction on
Medical Imaging, Vol. 16, No. 5, 1997.

[12] TangMengXingetd,“A new andytica method for the inverse problem In Electrica
Impedance Tomography,” Engineering in Medicine and Biology Society, Proceedings of the
20th Annua International Conference of the IEEE, Val. 2, pp. 1055 -1057, 1998.

[13] F. Klenermannand N. J. Avis, “A comparison of voltage and sengtivity profiles from two

forward problem solversfor three dimensiona Electrical Impedance Tomography,” 18th
Annud Internationa Conference of the IEEE, Val. 2, pp. 798-799, 1997.

195



[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

IMPETOM |

M. Eylboglu, “An interleaved drive EIT dgorithm recongtruction image,” Department of
Electrical and Electronics Engineering, Hacettepe Univerdty, Ankara, Turkey, 1996.

F. Kleinermann and N. J. Avis, “Forward and inverse problem solutions for three dimensiona
Electrical Impedance Tomography,” Advancesin Electrical Tomography (Digest No:
1196/143), |EEE Colloquium, pp. 5/1 -5/3, 1996.

A. V. Korjenevsky, “Recongruction of absolute conductivity distributionin E.I.T.,” Proc. IX
Int. Conf. Electrical Bio-Impedance (Heiddberg), Ingtitute of Radioengineering and Electronics
of Russan Academy of Sciences, Mokhovaya , Russia, 1995.

F. Santosaand M. Vogdlius, “A Backprojection Algorithm for Electrical Impedance
Tomography,” SIAM J. Appl. Math. Vol 50 pp. 216-243, 1990.

M. A. Player, J. Van Weerdd, A. R. Allen and D. Callie, “Truncated-Newton dgorithm for
three-dimensiona EIT,” Electronics Letters, Vol. 35, Issue 25, pp. 2189-2191, 1999.

P. M. Edic, D. Isaacson, G. J. Saulnier, H. Jain and J. C. Newdll, “An iterative Newtor+
Raphson method to solve the inverse admittivity problem,” |EEE Transactions on Biomedical
Engineering, Volume: 45, Issue 7, pp. 899-908, 1998.

V. Kolehmainen, M. Vauhkonen, P.A. Karjdanen and J. P. Kaipio, “Spatia inhomogeneity
and regularzation in EIT,” in Proc. 19™" Int. Conf. IEEE Eng. Med. Biol. Society, pp. 449-452,
Chicago, 1997.

E. Somersalo, M. Cheney and D. Isaacson, “Existence and uniqueness for e ectrode models for
electric current computed tomography,” Siam J. Appl. Math., Vol. 52, No 4, pp. 1023-1040,
1992.

Y. Z. ldert, B.M. Eyuboglu, M. Kuzuoglu, K. Leblebicioglu, U. Baysal, B. K. Caglar and O.
Birglu, “A method for comparative evauation of EIT dgorithms usng a sandard data s&t,”
Physiol. Mesas,, Val. 16, pp. A227-A236, 1995.

P. Hunter and A. Pullan, “FEM/BEM Notes’, Department of Engineering Science, The
University of Auckland, New Zedand, 2001.

G. J. Saulnier, R. S. Blue, J. C. Newdll, D. Isaacson and P. M Edic, “Electrical Impedance
Tomography”, IEEE signa processing magazine, pp. 31-43 November 2001

Jan C. de Munck, Theo J. C. Faes, and Rob M. Heethar, “The boundary element method in the
forward and inverse problem of Electrical Impedance Tomography”, IEEE trans. On
Biomedical engineering, Vol 47, No 6, jun 2000

A. V. Korzhenevsii, V. N. Kornienko, M. Yu. Kul’tiasov, Yu. S. Kul'tiasov and V. A.

Cherepenin, “Electrica Impedance Computerized Tomograph for medica applications’,
Instruments and experimental techniques, vol 40, No 3, pp. 415-421, 1997.

196



[27]

[28]

[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

[38]

[39]

IMPETOM |

B. Murat EyUboglu, “Aninterleaved drive dectrica impedance tomography image
recongruction agorithm”, Physiol. Meas. Vol 17 A59-A71, 1996

D. C. Barber, B. H. Brown and N. J. Avis, “Image reconstruction in electrica impedance
tomography using filtered backprojection”, Engineering in Medicine and Biology Society,
1992. Vol.14., Proceedings of the Annud Internationa Conference of the IEEE , Volume: 5,
pp: 1691 —1692

Robert W. M. Smith, lan Ledie Freeston and B. H. Brown, “A red time dectrical impedance
tomography system for clinica use. Design and preliminary results’ |EEE trans. On
Biomedica Engineering, Vol 42, No. 2, pp:133-139, Feb-1995

W. R. Breckon “Image recongtruction in Electrical Impedance Tomography” PhD thedis,
School of Computing and Mathematical Sciences Oxford Polytechnic, may-1990

V. Kolehmainen, M. Vauhkonen, P. A. Karjdinen and J. P. Kaipio, “Spatia inhomogeneaty
and regularizetion in EIT” Dept. of gpplied physics. Universty of Kuopio, Finland
http:/Aww.venda.uku.fi

Vderiade Magahaes 16rio, EDP Um curso de graduacao. Colecao matemética universitaria,
Ingtituto de Matemética pura e aplicada. 1991

P. C. Hansen “Andysis of discreteill posed problems by means of L-curve’, SIAM Review,
Vol. 34, pp 561-580, December 1992

A.W. Moore and May S. Lee“Efficient Algorithm for minimizing cross vdidation error”,
School of computer science, Carnegie Mdlon University
http://www.cs.cmu.edu

M. Vauhkonen, P.A. Karjdainen, J. P. Kaipio, D. Vadész and E. Somersalo “ Tikhonov
regularization and prior information in Electrical Impedance Tomography”, IEEE trans. On
Medica Imaging Vol. 17, No.2, April-1998

Gene H. Golub, Per Hansen and Dianne P. O’ Leary, “ Tikhonov regularization and totdl least
squares’ SIAM J. on Matrix Analysis and Applications, Vol 21, No. 1, pp: 185-194, 2000

Paivi J. Vauhkonen, Marko Vauhkonen, Tuomo Savolainen and Jari P. Kaipio “Three
dimensiond Electricd Impedance Tomography based on the complete electrode mode”, IEEE
trans. On Biomedica Engineering Vol 46, No. 9, set 1999

Sergel Semenov et al. " 2D approach for recongtruction in Electrical Impedance Tomography”
18" annud internationa conference of the |EEE engineering in medicine and biology society,
Amgterdam 1996

Dianne P O'Leary “Near optima parameters for Tikhonov and other regularizations methods’
Department Informatik, ETH Zurich, Switzerland, 1998

197



[40]

[41]

[42]

[43]

[44]

[45]

[46]

[47]

IMPETOM |

A. Adler, R. Guardo, Y. Berthiaume and R. Amyat, “Imaging of pulmonary edemawith
Electrical Impedance Tomography” Ecole Polytechnique, Montred, Canada- 1995

L. Rao, R. He, Y Wang, W. Yan, J. Ba and D. Ye*An efficient improvement of modified
Newton Raphson agorithm for Electrical Impedance Tomography”, |EEE trans. On Magnetics,
Vol 35, No. 3, may-1999

. Frerichs, G. Hahn and G. Hellige, “ Thoraxic Electrica |mpedance Tomography
measurements during volume controlled ventilation. Effects of tidal volume and positive end —
expiratory pressure” |EEE trans. On Medica Imaging, Vol 18, No. 9, pp: 764-773, set 1999

. Frerichs, “Electrica Impedance Tomography in applications related to lung and ventilation: a
review of experimental and clinica activities’ Physol. Mess. Vol 21, R1-R21, 2000

A. Adler and R. Guardo, “Electrica Impedance Tomography: Regularized imaging and contrast
detection” |EEE trans. On Medica Imaging, Vol 15, No 2, pp: 170-179, April-1996

K. Paulson, W. Breckon and M. Pidcock, “Electrode modeling in Electricad Impedance
Tomography” SIAM, J. appl. Math. Vol 52, No 4, pp:1012-1022, August 1992

Gene H. Golub and C. Van Loan, “Matrix computations’, Johns Hopkins Univ Pr; ISBN:
0801854148; 3rd edition, December 1996

Z. Liang and P. C. Lauterburg, “Principles of Magnetic Resonance Imaging”, |EEE press,
ISBN 0/7083-4723-4; 1% edition, 2000

198



